第 一 章 “” 预 备 知识 和 公理 


$1 络 论 


世 所 公认 ， 微 积分 学 的 一 般 理 论 ， 是 在 十 七 世纪 后 半 叶 
中 ， 首 先 出 牛顿 (Newtony ， 稍 后 由 菜 布 尼 蒋 (Leibniz) 各 
自 独 立 提 出 来 的 .。 但 是 ， 在 他 们 之 前 ， 在 特殊 情况 下 寻求 面 
积 、 体 积 和 切线 ,不论 在 欧洲 还 是 在 中 国 ， 已 经 经 历 了 漫长 的 
历史 ， 加 何 对 这 门 新 学 科 建 立 巩 同 的 理论 基础 呢 ? 和 牛顿 没有 转 
定 的 主张 ， 他 有 时 采用 无 限 小 ， 有 时 汇 用 极限 ， 有 时 采用 物理 
真 现 ， 在 欧洲 大 陆 上 ， 莱 布 尼 茨 及 其 追随 者 ， 在 一 阶 和 高 阶 无 
孔 小 微分 的 基础 上 发 展 了 微 积分 理论 。 他 们 采用 的 记号 ， 有 着 

技术 上 的 优越 性 ， 在 欧洲 大 陆 上 广泛 传播 ， 代 进 了 了 微 积分 理论 
的 发 展 和 应 币 . 

然而 ， 随 着 徽 积 分 理论 的 进一步 发 展 ， 在 它 的 内 部 ， 电 于 
采用 无 限 沾 ， 出 现 了 巡 辑 上 的 界 难 《我 们 将 在 34 中 详细 论述 这 
个 困难 ) 。 因此， 有 必要 重新 建站 理论 基础 .十 刀 世纪， 条 
《Cauchy 首先 在 被 限 概念 的 基础 上 对 微 积 分 理论 给 以 全 理 
的 说 明 ， 柯 西 的 方法 ， 后 来 又 出 维尔 捧 特 近 斯 (Weierstrass) 
给 出 更 为 严格 和 形式 化 的 处 理 . 哥 西 和 外 尔 斯 煞 斯 排除 了 无 限 
小 ， 在 极限 概念 上 建立 了 微 积 分 .因此 ， Si 泡 腿 
小 似乎 被 一 劳 永 逸 地 逐 出 了 数学 . 谁 会 料 到 在 百 余 这 之 后 ， 由 
于 逻辑 学 的 发 展 ， 美 国外 辑 学 家 重演 人 逊 (Robinson) 又 克服 
子 池 辑 推理 上 的 困难 ， 在 二 十 世纪 六 十 年 代 ， 重 新 把 无 中小 请 
了 回来 ， 在 含有 无 限 小 的 数 系 中 合乎 兆 辑 地 建立 了 微 积 理论 

一 一 非 标准 分 析 ， 实 于 了 .三 百年 之 前 起 源 于 莱 布 尼 淡 的 花 想 ， 


? 


外 各 滨 避 的 理论 升 始 ， 形 成 了 一 股 潮流 ， 在 美 欧 诸 国 ， 有 关 无 
了 小 分 析 的 书籍 如 南 后 春笋 。 它们 的 出 更， 似乎 填补 了 五 余年 
的 宝 白 ， 正 在 恢复 盎 史 的 平衡 ， 使 得 在 微 积分 的 理论 中 ， 无 限 
小 的 柜 您 和 极 跟 的 驾 念 囊 相 争 妍 ， 平 行 地 商 前 发 展 . 有 关 非 标 
玲 分 析 的 大 最 论文 和 市 籍 ， 极 大 地 丰富 了 近代 数学 、 

“无 限 ” 的 概念 ， 无 论 在 欧洲 和 中 国都 有 儿 千 年 的 历史 ， 

有 有 关 “ 无 限 ”的 问题 ， 在 许多 人 看 来 ， 圣 今 仍 然 是 数学 中 的 首 

要 问题 。 在 这 个 永 无 体 正 地、 关于 有 限 和 无 限 、 雇 藤 和 连续 的 
滋长 的 历史 争论 中 ， 华 滨 起 又 机 入 了 新 的 篇 章 ， 但 香 滨 进 理论 
娩出 现 ， 只 意味 闭 这 种 争论 又 进入 了 一 个 新 的 境界 ， 而 不 意 昧 
善 争论 的 结束 . 

国 于 美 欧 诸 国 已 经 出 版 了 大 量 有 关 无 限 小 分 析 的 书 智 ， 历 
的 是 衡 已 经 得 到 了 一 定 的 恢复 ， 因 此 ， 作 者 不 打算 在 无 限 小 
的 项 合 工 重 新 建立 -~ 次 微 积分 学 ， 而 试图 将 标准 分 析 与 非 标准 
分 析 足 党 密 地 联系 起 来 。 

在 标书 之 中 ， 作 者 把 标准 分 析 畴 作 是 单一 模型 的 微 积 分 
学 、 可 以 电 作 单机 微 积 分 学 ， 而 把 由 鲁 淡 避 开始 的 非 标 准 分 本 
看 作 是 二 重 模 型 的 徽 积 分 学 ， 可 以 取 名 为 两 相 微 积分 学 ， 进 一 
步 . 偿 林 以 建 记 多 重 忙 型 的 微 各 分 学 ， 可 以 称 之 为 多 相 微 积分 
学 . 

本 节 论 述 的 重点 是 两 相 微 积 分 学 ， 作 者 打算 在 标准 分 析 己 
有 理论 的 基础 上 ， 引 入 少量 的 假设 ， 直 接 构成 机 相 微 积分 学 、 
这 位 的 中 相 微 积 分 只 能 作为 标准 分 析 的 后 继 课 . 因此 ， 本 书 除 
了 对 两 相 微 积分 学 的 理论 结构 作 必 要 的 讨论 之 外 ， 作 者 想 重点 
研究 一 下 Dirae Delta 函 数 和 奇异 积分 两 个 问题 ， 因 为 这 两 个 
问题 ， 在 标准 分 析 中 研究 得 很 不 完善 ,只 在 本 书 最 后 的 附录 中 ， 
才 花 少量 语言 勾画 出 多 相 微 积 分 的 大 致 轮廓 。 


82 ”简单 的 逻辑 知识 


正如 前 面 所 提 到 的 ， 在 含有 无 限 小 的 数 系 上 建立 微 积分 再 
论 的 企图 ， 从 菜 布 尼 芯 时 就 有 了 ，、 但 长 时 期 之 内 并 没有 效 得 成 
荔 . 因 为 一 旦 引入 了 无 限 小 量 ， 就 会 产生 罗 多 推理 上 的 混乱 ,二 
到 二 十 世纪 六 寺 年 代 ， 鲁 滨 进 才 在 近代 数理 还 辑 的 基础 上 成 功 
地 解决 了 这 一 问题 由 此 看 来 ， 为 了 建立 两 相 微 积分 的 理论 ， 
如 果 完 全 避 开 数理 逻辑 的 知识 ， 亿 平 是 不 大 明智 的 ， 但 本 书 又 
不 是 一 本 曙 辑 学 方面 的 教材 。 主 要 是 讨论 分 析 学 中 的 问题 ， 内 
此 过 多 地 涉及 避 辑 学 中 的 即 识 ， 也 是 不 明智 的 ， 所 以 书 中 只 介 
绍 最 简单 的 导 和 辑 知 识 ， 一 方面 从 逻辑 学 的 角度 来 看 ， 使 得 本 世 
的 构成 基本 上 是 合理 的 ， 男 方面 在 不 熟悉 逻辑 的 读者 看 来 ， 本 
书 的 内 容 仍 然 是 不 准 接受 和 合乎 常情 的 . 

我 们 知道 ， 任 何 一 门 数 学 理论 ， 部 是 通过 符号 语 官 表达 
的 ， 这 些 符 号 可 以 是 文 宁 、 声 音 或 者 电子 信和 号 等 .为 了 使 推理 
严格 ， 逻 辑 学 家 和 数学 家 通过 几 千 年 ， 特 别 是 最 近 三 百年 来 的 
和 努力， 已 经 创立 了 一 套 标 准 的 书面 语言 (字符) ,或 叫 形式 语 
言 ， 米 准确 表达 数学 理论 . 现在 ， 很 多 局 部 的 数学 理论 ， 如 标 
准 分 析 ， 线 性 代数 和 群 论 等 都 是 可 以 形式 化 的 ， 即 用 形式 语言 
来 表达 . | 

为 了 使 局 部 数学 理论 形式 化 ， 本 书 采用 下 闸 的 多 辑 符号 . 

三 个 上 本 的 好 辑 连 词 。 八 、V， 1， 其 名 称 和 功能 如 下 ， 

八 ， 称 之 为 “与 ”或 “ 合 取 ”. 若 A4 和 8 是 两 个 命 证 ， 则 .4 
八 8 表 示 .4 和 B 同 时 成 立 ， 

VV， 称 之 为 “或 ”或 “ 析 取 ”，, 车 A 和 B 是 两 个 命题 。 旭 4 
YB 表示 A 和 8 中 有 一 个 成 立 . . 

习 ， 称 之 为 “ 非 ”, 洲 A 是 一 个 命题 , 则 了 14 表示 4 不 成立， 

为 了 把 一 个 复合 命题 的 结合 层次 表示 清楚 、 我 们 采用 方 括 

3 


号 [，] .例如 ， 复 人 台 命 题 
4 与 如 中 有 一 个 成 立 


可 表示 为 
CAIYVB 
例如 ， 复 合 命题 
或 者 是 4 与 8 同 时 成 立 ， 或 者 是 C 成 立 
可 表示 为 


CAABIVC 
两 个 复合 逻辑 连词 ， 一 ->、<—>， 其 名 称 和 定义 如 下 ，. 
一 廊 ， 称 之 为 “蕴含 ”, 车 4 和 8 是 两 个 命题 ， 定 义 A 一 > 
台 代 表 [ 1A2 VB. 
之 为 “等 价 ” .车 A 和 8 是 两 个 命题 ， 定 义 4< 一 > 
B 代 表 5A 一 > BJ 八 [B 一 > 他、 
为 了 和 省略 方 括号 ， 我 们 规定 ， 逻 辑 连 词 之 亲 的 结合 能 力 由 
弱 到 强 分 为 三 个 等 级 ，1. 一 >，< > 2. 人，V+ 3. .例如 ， 
[了 了 A; VB 可 简写 成 由 4VB, 又 例如 [4 八 B) 一 > C 简 写成 
A 人 PBP—>C. 
洲 针 ，Y 和 2Z 代 表 三 个 命题 。 我 们 指出 以 下 简单 的 命题 演 


算 的 公式 

《2 .1) XVX—>X 

《2 .2) 有 -一 全 有 YI 

(2,3) XVY—>x>YVX 

C2,4) [到 一 > 了 一 >[ZYVX 一 人 >2VI] 
(2,5) A—>Y—>X) 

(2.,6) [A 一 一 > 7 一 一 > 2 

-一 >f0AX 一 > 了 了] 一 >[ 一 > 

(2.7) [二 六 了 < > IXV IY 


《2 ,82 [Yi < > IXATY 


《2 0) 
{2,10) 
(2,11} 


(2,12) 


[XL NAY——>2) 
[CX—>Z)—>[AANM\Y—>2) 
《一 一 六] 

一 一 [[X 入 了 一 > 2Z< 一 [人 -一 > 
[X- 一 > 了 ] 和 人 [一 > 2 一 [三 一 -> 


关于 以 上 公式 ， 读 省 可 参阅 后 面 注 明 的 参考 资料 [21]，[273 或 
5352 等 .或 者 仔细 思索 一 下 ， 也 不 难看 出 以 上 公式 是 正确 的 . 

两 个 届 辑 量词 ，《〈3) 和 《〈Y) ， 前 者 叫 存 在 量词 ， 后 者 
加 全 称 量词 , 若 A(x) 代 天 依赖 于 变量 x 的 关系 ， 则 《3 习 x) ACx) 
表示 ”存在 x 使 得 关系 恕 (%) 成 并 .又 《YYw)AL%) 表 示 “ 对 全 体 
2 而 言 关 系 4(x) 都 成 立 ” . 

若 A(x) 和 A(x) 是 依赖 于 变量 x 的 关系 ， 对 于 含有 量词 的 
谓词 演算 ， 有 以 下 简单 公式 


《2，13》 
2,14) 
(2.13) 
{2,16) 
C2,17) 
2,18) 
(2,19) 
(2,20) 
(2,21) 
{2,22) 
(2,23) 
(2,24) 
(2,25) 
《2 ,25 


(FXIA(XI<—> (7X) A(x) 

{Ix) TA(x)<—> (VY x) A(x) 
"I(xX)A(X) >( Vx) A(X) 
"TCIX) A(X) er (Vv x) A(X) 
(YAIP(X) 一 字 声 (b), 这 里 5b 可 以 是 任意 的 常量 。 
广 (0) 一 >( 导 x)F(x)， 上 4 是 某 个 常量 ， 
(VOLX VPOO)I—>X V(X F(x) 
(VILAAPO)I Ee >RA(YX)IF (x) 
(CIAxXICXAPCX)I Ee—> AC AA) FC) 
CIOLXAF (AI VFX FE (x) 
(VAOLA->P Ie >A Xx) F(X) 
(IXILX—PF XI > (IX F(X) 
[CCVXIF (CX) AI< (I ALF (xX) A 
CCAXPF (XI NI > ALF x) XX) 


以 上 这 九 个 公式 很 简单 ， 读 者 可 以 参考 一 下 C21]，[272 或 [35) 
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等 蔡 矫 ， 或 者 稍 加 思索 ， 就 可 以 弄 明 和 白 .。 
85 类 型 


我 们 在 标准 分 析 中 渐 碰 到 的 对 象 ， 如 果 仔 细 加 以 考虑 ， 就 
会 发 现 它们 具有 不 同 的 类 型 .例如 ，0 ，1 ，1/2，r，… 等 ， 
其 中 每 个 只 是 单个 的 实数 ， 区间 50,1]，、(172，r) 等 则 是 实数 
的 集合 ! 省 数 y = sinx 是 二 维 平面 上 的 一 个 点 集 } 少数 z= 
ex 是 三 维 空间 的 一 个 点 集 , 我 们 可 以 采用 类 型 论 的 方法 对 这 
些 不 同 的 对 象 加 以 分 类 .。 

我 们 规定 ， 单 个 实数 的 类 型 是 0 ， 实 数 集 合 的 类 型 是 (0)， 
二 维 平面 上 点 集 的 类 型 是 (0 ，0 )， 三 维 空间 中 点 集 的 类 型 是 
(0 ，0，0)》，Y?# 维 欧 氏 空间 中 点 集 的 类 型 是 (0 ,0 ,…,0)， 
2 个 0 ， 

一 元 滑 数 ， 如 y = sinx， 赴 平面 上 的 点 集 ， 所 以 它 的 类 型 ， 
必 《0.0). 类 位 ， 二 元 函数 的 类 型 是 《0 ,0 ,0 )， 等 等 . 

又 如 积分 关系 


(3 ,17 /= | .sinxdx， 


其 中 7，c，5 是 0 型 的 ，sinx 是 (0 ,0》 型 的 ， 所 以 积分 关系 
(3,1) 的 类 型 是 (0,0，0， (0，0))。 

类 型 的 一 般 定义 如 下 ， 

1.0 是 一 个 型 ， 

3. 着 rr 是 型 ， 虽 《rm，r，…，z》 也 是 一 个 
型 ， 其 中 ?是 正 整 数 . 

由 有 限 归 纳 法 ,对 标准 分 析 中 所 有 对 象 都 能 给 出 其 类 型 . 
这 样 ， 标 准 分 析 的 理论 就 是 关于 实数 线 有 上 的 各 型 对 象 〈 数 和 
各 型 关系 式 ) 的 命题 和 语句 的 集合 ,我 们 以 好 代表 标准 分 析 的 
理 沦 ， 以 了 代表 下 中 出 现 的 各 型 常量 对 象 的 集合 , 则 是 ?中心 
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型 当世 对 象 的 子 集 合 ， 
请 六 意 ， 等 号 “= ”是 可 以 分 类 型 的 ,例如 ，6 = 2 x3， 
这 是 两 个 0 型 个 体 的 相等 , 可 以 写作 6 = 02X3. 又 如 sinx = 


cos (x -本 ) 是 两 个 一 元 函数 的 相等 ， 注 意 到 一 元 函数 的 类 六 


起 《0 » 0 )， 则 二 以 记 作 sinx = {00) 00 COS (= ， 一 般 


地 ， 对 于 滑 个 + 型 对 象 ， 必 要 时 ， 其 相等 可 以 记 作 “= (:..)"”. 
我 们 一 般 以 $ 表 示 空 集合 。 空 集合 也 是 有 类 型 的 ， 如 空 的 
实数 集 的 类 型 是 《0 ) ， 可 以 记 为 $0)， 平 面 上 空 点 集 可 以 记 
为 和 os 一般 地 ，r 型 空 集 合 二 记 作 由,- 
84 ”标准 实数 线 公理 系 
在 十 七 世纪 牛顿 和 药 布 尼 蔬 的 时 代 ， 微 积分 学 还 只 是 -种 
描述 性 项 的 科学 .到 十 妃 进 纪 ， 通 过 柯 西 ， 维 尔 斯 特 斯 和 狐 特 
金 (Dedekind) 等 人 的 相继 努力 ， 终 于 把 零散 的 材料 组 织 电 
米 ， 形 成 了 实数 线 的 公理 . 全 部 标准 分 析 的 理论 就 建立 在 这 些 
实数 线 史 公理 之 上 上 ， 读 者 可 参看 Stccnl49)。 
定 韦 以 天 代表 实数 线 ， 玉 是 个 集合 ， 它 的 元 素 岂 实数 ， 洁 
足以 下 两 组 公理 、 
公 于 人,]》， 忆 是 有 弃 域 ， 鞭 关于 卫 在 以 下 10 条 注 贡 
1 .在 在 加 法 和 彝 法 若 x* 和 各 y 是 实数 ， eh 
2. 结 合 律 。” 若 ce，x 和 是 实数 ， 则 
(twWtA)t y=wu+ (x+ y) 
(IUD 一 《YA 
3, 交 换 律 ”车 x 和 和 是 实数 ， 则 
N+ YE Yr 


XY = YX 


位 ) 


4 分 配 舒 ” 若 W，X 和 2 是 实 沼 ， 岗 

WX y= wy 
5, 存 在 单位 ”存在 两 个 常 实效 0 加 法 单位 ) 和 1( 肥 法 单 
， 人 和合 得 态 任 意 一 个 实数 xX， 成 立 

X+ 0 =% 

Xl 人 Xs 


6. 存 泵 加 法 地 “着 x 息 空 数 ， 风 存在 实数 ( - x) 使 得 


并 


X+( 一 YY =1， 
称 ( 一 %) 为 X 的 加 法 迹 ， 
7. 存 在 污 法 这 ” 若 x 是 实数 且 x 去 0 ， 则 存在 实数 Y ! 使 得 
Xx LT 
牧 x 1 为 的 乘法 逆 ， 
8 成立 三 泽 一 性 若 X 和 2 是 实数 ， 则 
XLYI, X=I, SyL% 
三 者 成 立 且 仅 成 立 一 个 
9. 成 立 传 递 性 营 加 之 XX 和 XX 之 》， 则 区 之 3》， 
10, 成 立 保 序 性 若 X 捷 yy， 则 % + 功 挟 二 WII 车 之 


?和 o<a， 骨 


XW VY, 


以 上 二 组 性 质 称 为 有 序 域 的 公理 。 


集合 ， 


此 外 ， 了 还 满足 ; 
公理 《4，2) ， 忆 是 完备 的 。 即 是 ， 设 玉 是 实数 的 非 空 
如 果 巨 有 上 蜡 《 罩 枪 症 实效 XX， 使 得 不 等 式 》 达 xX 对 书 


的 所 有 的 数 》 成 立 ) ， 则 挟 上 共有 最 小 上 界 《 即 存在 互 的 一 个 上 
界 x。。， 它 小 于 或 等 于 已 的 其 他 任何 一 个 上 界 ) 。 


总 起 来 说 ， 实 数 线 民 是 一 个 完备 的 有 序 域 。 
三 百年 米 ， 铂 积 分 学 取得 了 辉 炮 的 成 就 ， 它 的 基础 就 是 实 


数 线 . 有 人 把 实数 线 痊 为 数学 之 话 褒 。 这 不 是 没有 道理 的 。 
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一 旦 有 关 实 数 性 质 的 零散 材料 组 成 了 完备 有 序 域 的 公理 系 
人 人 们 就 很 容易 发 现 ， 无 限 小 量 的 存在 与 完备 性 公理 《4， 

) 碟 互 相 予 盾 的 。 如 果 设 双 中 有 一 个 正 的 无 沫 小 量 e， 则 e 应 
WO Bs 并 且 对 任意 一 个 正 整数 谱 ，e 的 历 
迟 ， 即 mm*， 仍 然 是 无 限 小 量 。 这 样 ， 若 以 .好 代表 s 的 所 有 正 整 
数 估 的 数 所 组 成 的 集合 ,刚好 的 每 个 元 素 都 是 无 限 小 量 。 于 是 
有 很 多 的 上 界 ， 但 .7 没有 最 小 的 上 办。 车 不 然 ， 设 b 是 .1 
的 最 小 革 漠 ， 则 ps 仍 是 .好 的 最 小 上 界 ， 这 就 导致 了 了 矛 盾 。 这 
0 无 限 小 最 的 存在 与 实数 线 的 完备 性 是 互相 矛 千 

。 在 十 九 世 纪 多 辑 学 的 水 平 上 ， 这 个 记 计 没有 得 到 解决 ， 于 
1 下 和 维尔 斯 特 斯 不 得 不 完全 放弃 无 限 小 而 孚 用 极限 概念 

在 微 积 分 的 理论 中 集合 的 概念 是 必 不 可 少 的 ， 本 书 中 采用 
的 集会 论 符 瑟 有 EE、C、 门 、L!、、， 它 们 的 功能 如 下 ， 

车 4 是 某 元 素 ，A 和 B 是 集合 ， 则 a € A 表示 0 是 4 的 元 素 ， 
4 呈 太 大 有 妇 是 BB 的 子 集 ，A” 18 表示 A 和 8 的 交集 ; 4LDB 表示 
4 和 如 的 交集， NB 表示 4 的 所 有 不 属于 B 的 元 素 所 组 成 的 集 
人 
由 单个 元 素 x 所 组 成 的 集合 以 { x } 表示 。 由 此 有 满足 关 
系 卫 的 * 所 组 丰 的 集合 记 为 {Xi 了 }， 

为 了 表示 简洁 ， 可 省 略 方 括号 。 本 书 中 主要 的 数学 符号 ， 
按 结 合 能 力 ， 出 弱 到 痢 ， 分 为 七 个 将 级， 

1.->、<> 2 人、YV 3. 13 

和 

6.+、 一 } 7.+(A)、，( 清 导 ， 可 知 上 轿 ) 。 
在 同一 级 中 ， 各 答 扎 的 结合 能 力 相 同 ， 

关 字 变 景 的 取信 范围 ， 与 重演 进 [46] 一 样 ， 每 个 变量 只 能 
在 同一 莉 的 对 象 “ 实 数 ， 或 菜 弄 关 系 ) 中 取 值 例如， 变量 
XX ， 训 | 果 它 是 取 实 数值 的 ， 那 么 它 就 不 能 代 宕 数 的 集合 或 其 他 
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型 的 关系 。 或 者 说 ， 变 量 x 的 型 是 确定 的 。 
为 了 简单 地 表示 型 ， 还 引进 一 个 迪 写 符号 。 变 量 x 是 s 型 
的 ， 沁 为 xY7s。 例 如 ，> 代 骨 实数， 实数 的 型 是 co， 则 记 为 
XT0; 又 如 》 表 术 实 数 集 ， 实 数 集 的 型 是 (0》”， 册 化 作 yT 
( 0)， 等 等 . 
例如 ， 有 序 域 公理 (4,1) 的 第 一 条 性 质 可 形式 化 为 ， 
(4 3) (YXFo)(YwyyoD)CX + ERANAxyER。 耐 完备 
性 公理 (4,2) 可 以 学 形式 化 地 写作 
(4,4) (vx7(0))5<%* 非 空 有 上 界 一 x* 有 最 小 上 界 ]， 
作为 一 个 基本 出 发 点 ， 我 们 承认 ， 标 准 分 析 的 每 仿 命 题 和 
语句 都 是 可 以 形式 化 的 。 


85 两 相 实 数 线 公理 和 双 


上 节 已 指出 ， 完 备 性 公理 (4,2) 与 无 限 小 的 存在 是 互相 巴 
后 的 。 在 历史 上 ， 由 于 这 个 矛盾 竟 把 无 限 小 逐 出 了 微 积分 学 的 
大 门 ， 这 就 是 为 了 保存 完备 性 公理 而 排斥 无 限 小 。 这 是 保持 理 
论 协调 性 的 一 种 方法 。 应 该 能 够 炬 到 ， 为 了 保持 理论 的 协调 
性 ， 还 有 另外 一 种 方法 ， 这 就 是 针 认 无 良 小 的 存在 而 限制 完备 
性 公理 的 普遍 性。 出 于 这 种 限制 的 规则 较 难 发 现 ， 直 到 二 十 世 
纪 六 十 年 代 ， 才 由 重 滨 下 完 成 了 这 项 历史 任务 。 根据 鲜 , 滨 永 
L440 第 二 章 的 结果 和 和 张 锦 文 的 研究 (其 中 部 分 凡 容 写 在 [25] 
由》 ， 我 们 依次 引入 以 下 公设 ， 

公设 〈5,1)》 ， 假 设 存在 一 个 非 阿 基 洲 德 (Archimed.s) 
说 * 玉 ， 它 是 如 的 扩大 。 更 确切 地 说 ， 假 设 厅 在 一 个 有 序 域 * 
《 噶 它 满足 公理 (4,1) 的 10 条 注 质 )， 并 满足 以 下 两 条 ， 

1. 民 可 以 台 入 * 卫 成 为 一 个 有 有 序 子 域 ， 即 * R 存 在 一 个 有 
序 子 域 尺 ,， 它 与 刃 代 数 同 构 。 我 们 称 丸 ,中 的 数 为 * 恕 中 的 标 准 
数 。 在 比较 放松 的 情况 下 。 我 们 把 R, 看 作 与 RR 是 同一 的 ， 
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2. * 民 中 存在 无 限 小 量 ， 妇 * 呈 中 存在 某 正 数 e， 它 小 于 民 
中 的 每 一 个 正 数 。 

根据 上 上 节 的 讨论 ， 立 即 可 以 看 出 ，* 天 是 不 完备 的 。 此外， 
不 难看 沿 ，* 尺 中 存在 无 限 大 最 . 实际. 上， 车 e 是 x 中 正 的 无 
限 小 量 ， 则 1/s 龙 元 限 大 最， 它 比 驴 中 的 任何 一 个 壬 实数 都 大 ， 

注意 到 § 3 中 关于 类 型 的 讨论 ，*R 上 的 对 和 象 也 可 以 分 为 
各 种 类 和 型。 我 们 以 村 ,表示 *R 上 建立 的 爹 部 理论 ， 则 几 ; 是 由 关 
于 * 关 上 乔 型 对 象 的 命题 和 语句 组 成 。 为 了 方便 ， 我 们 以 了 代 
霄 至 :中 出 现 的 各 型 常量 对 象 的 集合 . 

* 丸 是 不 完 务 的 ， 查 并 不 是 * 尺 的 所 有 子 集 都 不 满足 完 备 性 
公理 的 要 求 。 更 确 苹 地 说 。 并 不 是 * 丸 的 任何 有 界 子 集 都 没有 
最 小 上 界 . 例 好，* 尺 中 的 闭 区 间 5a ,8 3， 它 出 满足 2 委 二 
六 的 所 有 * 如 的 数 x 所 组 成 ， 不 难 间 出 Ca ,b 7 的 最 小 上 界 就 是 
b 。 这 样 ， 我 们 有 瓜 设 想 ，* 怀 的 一 部 分 子 集 是 满足 完 备 性 公 
理 的 要 求 和 的， 即 *R 的 部 分 子 集 ， 册 它们 的 有 界 性 可 推 得 它 们 
有 最 小 上 界 。 但 是 ， 我 们 的 真正 目的 不 上 只 是 要 求 一 个 完备 性 公 
理 ， 而 大 要 在 * 了 的 部 分 对 象 上 建立 起 全 部 微 积分 理论 。 询 且 
我 们 是 在 承认 标准 分 析 ， 邑 页 的 协调 性 的 前 提 之 下 继续 工作 
的 。 因 此 ， 与 其 在 sR 上 先 建立 一 个 完备 性 公理 ， 然 后 重新 用 
推论 的 方法 逐步 建立 众所周知 的 分 析 理 论 ， 还 不 如 直接 了 当地 
假设 村 中 区 全 部 命题 和 语句 在 sR 的 部 分 对 象 ( 数 ， 部 分 关系 》 
上 成 立 。 

为 此 ， 我 们 再 明确 一 下 ， 邓 中 任何 一 个 命题 或 语句 s ， 都 
是 四 天 二 的 某 型 关系 ， 在 相应 的 位 置 上 于 入 合适 的 常量 或 某 型 
变量 ， 再 适当 地 对 变量 加 上 量词 而 构成 的 。 辟 如 ，《〈4,3》 和 
(4,4) 就 是 这 种 例子 ， 又 ，s 的 某 个 变量 的 取 值 范 围 ， 就 是 
玉 上 上 此 开 常 量 的 全 体 。 再 请 辐 忆 一 下 、 丸 上 各 型 常量 对 象 的 集 
合 ， 即 妇 中 出 现 的 各 型 常量 对 象 的 集合 卫 。 


在 作 了 以 上 说 明之 后 ， 我 们 引入 以 下 公设 。 

公设 〈5,2》 ， 款 准 分 析 的 理论 好 可 以 在 了 :的 部 分 对 象 上 
扩大 成 为 微 积 分 理论 * 财 ,如果 以 eT 卫 记 a 中 出 现 的 各 型 常 量 对 
象 的 集合 ， 则 s* 卫 是 了 :的 子 集 , 更 多 切 地 说 ， 成 立 以 下 性 质 : 

1. 常 量 的 对 应 ” 设 s 卫 存在 一 个 子 集合 Pi， 并 存在 一 个 由 了 
到 寻 的 双方 单 值 的 映射 ， 称 之 为 * 里 射 。* 映射 保持 到 
与 RR 之 问 的 同 构 ， 把 《0) 型 常量 R 对 应 到 * 已 ,了 中 每 个 光量 
9 ， 通 过 * 陵 射 ， 它 在 局 中 所 对 应 的 那个 当量 被 记 为 *a， 
而 且 对 应 前 后 的 当量 其 类 型 相同 .了 的 对 象 被 称 为 * 上 的 标准 志 
象 ，* 了 的 其 他 对 象 则 是 非 球 准 的 。* 卫 的 对 象 被 称 为 了 的 内 次 
象 ， 了 的 其 他 对 象 则 是 外 对 象 . 往 不 必 拘 党 的 清 沈 下 ， 我们 把 了 
和 了 .看 成 是 同一 的 。 

2. 售 变量 的 关系 的 对 应 车 如 《xi Xis01，… 07) 是 好 
中 的 一 个 关系 ， 其 中 Xi,…,X; 是 交 量 ,Qi1,…,0; 是 常量 ，1 到 
1 + 了 1 与 了 是 非 负 整数 ， 通 : 喜 * 了 映射 变 成 为 wM 的 关系 
#4(Xis Xi #0;) 。 但 顺 注 意 ， 前 者 变量 的 变 域 在 工 
中 ,后 者 在 * 了 中 。 

又 若 B(Xi…,Xi5019…s) 是 # 革 的 关系 ， 其 中 Xi， Xi 
是 变量 ,1,…，bj 是 常量 ，1 < + 了 JJ，i 与 了 是 非 负 整数 ， 
则 在 好 中 存在 常量 4 使 得 * 如 = 已 ， 或 者 更 明确 一 点 写成 

EE 1 了) 


= 已 (Xi 
而 且 在 忆 中 寿 在 ci，…，di 使 得 操 (xi yxisaiy pygi) 是 肝 的 
关系 ,请 注意 ， 上 式 中 yiy "yg yi 是 变量 ， Ga “多 4i 是 常量 ， 
而 且 关 系 式 中 每 个 位 置 上 的 类 型 是 确定 的 。 
3,. 由 可 到 * 凡 的 命题 或 语句 的 转换 痰 8 是 朵 中 的 一 个 命 
题 或 语句 ， 通 过 * 映射 ， 将 s 中 的 每 个 常量 ， 如 G ， 都 换 
为 *a ， 又 将 8s 中 每 个 变量 的 变 域 由 了 扩大 为 sz 中 同型 的 金 体 
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常量 ， 那么 s 就 变 为 在 #3f 成 立 的 一 个 命题 或 语句 。 

4.。 由 ww 好 到 村 的 命题 或 语句 的 转换 ” 设 p 是 * 寻 的 一 个 合 是 
或 语句， 如 果 其 中 所 有 的 消 量 总 ，…， 忆 都 是 标准 的 ， 只 要 将 
坊 中 和 紫 个 变量 的 变 域 限制 汉 有 中 同型 的 全 体 常 量 ， 则 训 成 为 邮 
的 命题 或 语句 ,如 果 常 量 中 有 儿 个 ， 警 如 pi py， Di i 和 1， 
是 非 标准 的 。 则 一 定 存 在 标准 的 Ga，…，0i， 它 们 的 型 依次 与 
bl，…，0;， 相 同 ， 在 户 中 依次 了 以，…，4i 代 苦 b，*… ，Di， 
并 将 每 个 变量 的 变 域 限制 到 了 ;中间 型 的 爹 体 常量 ， 所 得 到 的 即 
为 在 好 成 立 的 命题 或 语句。 

我 们 的 两 条 公设 介绍 完了 。 

显然 ，sjf 中 有 些 语句 在 有 中 是 没有 的 。 例 如 ， 当 已 是 * 瑟 
中 的 无 限 大 时 ， 戌 立 
TS B+B= 21 
这 样 的 公式 在 表 中 是 没有 的 ， 所 以 * 对 是 好 的 珊 扩 大 ， 

由 于 公设 〈5,2) 有 点 抽象 ， 所 以 需要 做 点 解释 当然， 更 
多 的 解释 在 2，3 乔 4 章 中 做 出 ， 

设 妈 是 了 中 的 常量 ， 通 过 * 腺 射 对 应 着 * 了 中 的 常量 
* 有 4. 如 果 A 不 是 0 型 的 ， 则 *4 与 4 所 包含 的 意义 是 不 完全 相同 
的 。 钢 如 ， 在 了 中 实数 的 全 体 是 ， 在 xT 中 ,， 实数 的 全 体 是 
* 玉 ， 但 * 玉 与 开 有 了 明 最 的 不 同 ， 即 * 关 中 念 让 无限 大 量 和 无 限 
小 量 。 

在 TT 中， 委 然 数 集 为 N， 在 * 厂 中 ， 白 然 数 集 为 xN。 但 # 入 
与 六 也 有 性 质 上 的 差别 ， 因 为 在 好 中 成 立 下面 的 语句 
(3,4) (FXITACER OTLX (1) 

FA 下 
出 公设 (5,2》 ,通过 * 一 一 卜 射 ， 在 * 好 成 立 语 名 
(5,5) (VX)LxXEsRAOTZX->( 4) 
[mEsNAn— 1% 1 ), 
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由 于 * 愉 有 无 跟 大 ， 从 《5,5) 可 以 看 出 ，* 尽 也 有 无 限 大 ， 即 存 
在 无 限 大 的 自然 数 ， 它 们 是 *N 中 的 非 标 准 数 ， 

了 中 任何 一 个 有 限 集合 { G1 02""" 0, } ,通过 -~ 一 跳 射 
变 成 * 卫 中 的 集合 (saivwas…，sas}  ， 它 仍然 是 sm 中 的 标准 有 
限 集 . 

设 .4 是 了 的 可 数 无 限 集 ， 那 么 在 在 一 个 函数 有, 它 构 成 4 与 
六 之 间 的 双方 单 值 的 映射 ， 使 得 
A= {ff 2) 0) 

共 中 呈 EN,， 

-上述 语句 ， 通 过 * 有 映射， 在 * 邓 则 变 为 ， 

* -4 是 * 卫 的 *[ 可 数 无 限 集 ]， 那 么 存在 一 个 函数 * 了 了， 它 构 
成 * 才 与 * 六 之 间 的 双方 单 值 的 映射 ， 使 得 

(5,6) ed- {sf (1) sf 2) ,sf (1) } 
其 中 nn Es*N. 

当 ? 是 * 六 的 标准 自然 数 时 ， 了 (9) 通 过 * 帕 射 所 对 
应 的 即 * 了 (mn)。 当 8 是 * 入 的 无 限 大 自然 数 时 ，* f(t) 所 表 
示 的 就 不 是 * 4 的 标准 元 束 了 ， 即 * 4 是 4 的 真 扩 大 ， 

这 表明 了 ， 车 4 是 了 中 的 可 数 无 限 集 时 ， 通 过 * 映射 ， 
它 在 * 卫 中 所 对 应 的 * 万 中 存储 不 属于 上 的 元 素 ， 它 可 能 是 * 了 
的 非 标准 元 素 。 

由 公设 (5,2)， 通 过 * 器 射 ， 从 (4,4) 得 到 * 村 的 语句 

(5,7) CY XTCOLX 非 空 有 .上 界 一 XX 有 最 小 上 界 ) 
即 完备 性 公理 在 * 必 成 立 ， 这 里 的 x 是 在 x 中 变化 的 ， 

如 果 不 加 以 限制 ，* 如 上 的 集合 是 可 以 不 满足 完备 性 公理 
的 要 求 的 .例如 ，* 玉 中 无 跟 小 量 的 全 体 所 组 成 的 集合 ， 它 有 上 
界 而 无 最 小 上 界 , 因 此 在 * 邓 之 外 ， 对 * 开 的 子 集 还 成 立 以 下 命 
题 

(5,8) 《 习 XTFTC0))Cx 非 空 有 上 界 八 x 没有 最 小 上 界 ]。 
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ES 


这 就 是 说 ， 在 * 末 之 外 ， 对 于 * 上 的 各 型 对 象 , 即 了 ,的 元 案 ， 
还 成 立 另 外 的 命题 和 语句 ,也 就 是 说 ， 骨 , 真 的 比 * 凡 广大， 或 
者 说 ，* 村 真 的 只 是 村 ,的 一 部 分 .因为 我 们 已 经 提供 了 一 个 例 
子 ， 命 题 (5,8) 在 Ms: 成 立 ， 而 在 * 民 则 不 成 立 。 

这 样 ， 我 们 就 需 同 时 研究 三 个 理论 模型 ，M，* 对 和 六,， 
现在 ， 我 们 确定 一 下 名 称 ， 称 有 为 标准 分 析 或 第 一 相 的 微 积 
分 ， 称 好 :为 第 二 相 的 微 积分 ， 称 * 对 为 第 二 相 的 内 的 微 积 分 ， 
称 不 属于 * 财 的 所 有 的 邓 : 的 那些 关系 或 命题 为 外 关系 或 外 命 
题 ， 称 不 属于 * 卫 的 所 有 的 了 ;的 对 象 为 外 对 象 , 称 R 为 标准 实数 
线 或 第 一 相 的 实数 线 ， 称 * 双 为 非 标 准 的 实数 线 或 第 二 机 的 实 
数 线 . 

作者 认为 ， 从 研究 单一 模型 好 的 标准 分 析 发 展 为 研究 二 重 
模型 的 两 相 微 积分 学 ， 即 研究 好， * 对 和 对 ;以 及 它们 之 间 的 
关系 ， 这 是 微 积分 学 的 重大 发 展 , 从 二 重 模型 发 展 为 研究 多 重 
模型 ， 即 研究 多 相 微 积分 ， 是 今后 值得 注意 的 一 个 方向 。 

本 节 引 入 的 西 组 公设 ， 特 别 是 公设 (5,2〉 ， 可 能 还 会 使 人 
们 感到 不 上 其 体 ， 话 要 在 以 后 三 章 中 通过 大 量 的 使 用 而 不 断 上 基体 
化 。 
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第 二 章 ” 儿 个 基本 问题 


上 一 章 已 经 说 明 。， 我 们 人 研究 的 微 积 分 模 型 有 村 ，* 村 和 
对 :。 因 此 ， 很 容易 发 生 和 概念 上 的 混淆 .所 以 有 必 要 通过 具体 
问题 ， 将 这 三 个 理论 反复 比较 ， 搞 清 它 们 的 异同 。 

对 于 好 和 * 对 的 异同 ， 我 们 采取 的 方法 是 通过 * 觅 
躺 、 有 从 符号 上 加 以 区 分 ,例如 ，7 的 常量 4 通 过 * 一 映射 对 应 
* 4, 虽然 在 * 并 的 范围 内 ， 我 们 看 不 出 4 与 * 4 有 什么 实质 
性 芍 差 别 , 但 是 由 于 * 4 不 仪 是 * 了 的 对 每 ， 而且 出 是 了 ;的 对 
象 . 因此 * .4 除了 在 * 由 所 具有 的 性 质 之 外 ， 还 会 有 一 些许 ,中 
的 性 质 . 例 如 ，“* 也 中 有 无 限 大 的 数 ， 这 就 是 * 天 在 好 :中 的 性 
质 ， 面 在 寻 中 没有 这 个 性 质 . 我 们 对 * 卫 中 的 每 个 对象， 必 
天 注意 到 这 种 区 别 。 

另 一 点 ，* 并 只 是 并 ,的 二 理论 ，* 型 中 的 很 多 命题 和 语 
知 ， 在 好 :中 当当 是 不 成 立 的 。 为 此， 我们 必须 把 * 好 的 主要 
命 感 竹 语 名 在 妈 : 中 表示 出 来 ， 然 后 在 对 :中 引入 与 它们 相 类 似 
的 命题 和 语句 ， 并 考察 一 下 它们 的 噶 同 ， 

由 此 确 害 本 书 的 主要 构成 方法 ， 先 把 再 的 主要 命题 和 语句 
尖 出 来 ， 授 过 * 一 映射 ， 化 为 * 杂 的 命题 和 语句 。 这 样 ， 至 少 
在 入 号 上 将 它们 区 分 开 末 ， 把 它们 看 作 不 同 模型 中 的 对 象 . 进 
一 步 ， 洛 于 这 些 由 几 中 转化 而 来 的 * 于 中 的 命题 和 语句 ， 我 们 
进一步 考察 一 下 在 放 , 中 是 否 成 立 类 似 的 命题 和 语 甸 ， 有 什么 
可 同和 和 不同。 

所 以 ， 我 们 首先 将 不 厌 其 项 地 去 考察 每 个 基本 概念 ， 如 第 
二 、 三 、 四 章 所 讨论 的 ， 然 后 引进 一 点 新 的 冕 念 ， 如 第 六 和 第 

了 站 


七 章 所 讨论 的 ， 

在 第 二 ， 三 、 四 章 中 ， 在 转换 和 比较 M，* 及 和 用, 的 命 
题 和 语句 时 ， 为 了 方便 ， 我 们 常常 以 “也 mm 9， 
2，£，5，P，…*” 等 表示 变量 ， 以 “Ga” 吕 ec，…，1 7 有， 
0，1，2，…” 表 示 常 量 第 四 章 以 后 ， 读 者 可 根据 上 下 文 
和 具体 情况 羯 断 常 量 和 变量 。 


86 命题 和 谐 句 转换 的 原则 


为 了 讨论 * 好 和 灶 * 两 个 理论 的 异同 ， 我 们 必须 把 * M 的 
命题 和 语句 在 村 ,中 表示 出 来 ， 然 后 才能 在 村 ,中 进行 比较 。 
为 了 把 * 对 中 的 命题 和 语句 在 好 :中 表示 出 来 ， 我 们 采 用 


以 下 三 个 原则 ， 
C6,1) 1。 若 (ai， …2i 是 好 的 一 个 关系 式 ， jEN, 则 ， 
在 * 骨 中 4(g，…，) 成 立 < 一 在 放 ; 中 成 立 


AE #*TAaE#* DAA GE* Ad 
01)3 
2. 若 4(x) 是 有 ,的 一 个 关系 ， 则 ; 
在 * 有 成 立 (CYx) ACX)< 一 > 在 MM 成 立 AE 了 
六 (YX)CX EE sD—> A(xX))]s 
3, 若 .4(%) 是 村 ;的 一 个 关系 ， 则 ， 
在 * 用 成 立 ( 习 xX) A(X)< 一 在 计 , 成 立 4E 了 人 
( 习 xY)CxE * TAAC(X), 
注意 ， 利 用 (2.20)，(6,1) 的 第 2 条 原则 还 可 以 写成 
(6,2) 在 * 册 成 立 4C%)< 一 > 在 村 ;成立 AE * PA 人 [xE #7 了 
—> .A(xX)), 
其 中 等 价 号 两 端的 x 是 任意 变化 的 。 
注意 : (6:2) 也 是 我 们 今后 常用 的 一 个 公式 ， 
作为 使 用 上 述 原则 的 例子 ， 讨 论 一 下 栈 数 概念 ,我 们 知道 ， 
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一 元 函数 是 和 月 变量 和 因 变 量 之 间 的 二 元 关系 .若是 个 函数 决 
系 ， 自 变量 x* 和 因 变 量 »y 潢 足 函 数 关 系 ， 记 为 (x，y) 上 成立 ( 习 
惯 上 记 为 y=#(x)), 与 Robinson[462 相 一 致 ,我 们 如 下 定义 双 
数 《请 注意 ， 此 定义 只 保证 画 数值 的 唯一 性 ) .在 好 中 
(6,3) 十 (ri。 pz) 型 函数 <>(Yx7Fri) (VY yTrs) (YW2F 
Ta) EX VIANTX, 2 二 2]。 
通过 * 一 上 映射，(6,3) 变 成 * 有 好 中 的 语 名 
《6,4) 1 是 (TI，T2) 型" [函数 ]< 一 > VxFT1) (VY y7,) 
(Wz2T ro) xX, yAtX, 2)—> yy * = 2), 
其 中 “* 二 ”是 了 中 的 “二 ”通过 + 一 映射 在 * 了 中 的 象 ，* 
[函数 ] 是 村 中 的 “ 隙 数 ” 通 过 * 映射 在 * 了 工 中 的 象 . 另 一 个 
值得 注意 之 点 是 ，(6:4) 和 (6*3) 中 的 是 一 个 变量 ，(6:4) 中 的 
取 值 范围 是 * 了 的 (rt,，7,) 型 关系 ， 而 (6,3) 中 的 {的 取 值 范围 
是 六 中 的 (Ti，T,) 型 关系 .在 于 ,中 
{6,5) t 是 (TI、T2) 型 及, 了 晒 数 ] < 一 > (VxXTTD)(Yy7?T,) 
(CVTTo) tx, yAtX, yo—> y= 2) 
其 中 “以 ,[ 活 数 )” 表 示 M, 中 的 阐 数 ，“= ,” 表 示 几 ,中 的 相 
等 ,如果 局 限 在 * 相 上, 则 “=,” 与 4《* = ”的 意义 相同 , 另 一 
点 值得 注意 的 是 (6,5) 中 i 的 变化 范围 是 ,因此 比 (6.4) 要 大 。 
为 了 以 后 推理 的 方便 ， 我 们 建立 如 下 的 引 理 ， 
引 理 (6,6)， 设 4 是 了 中 其 型 集合 ， 通 过 * 
应 着 * 4， 又 B 是 了 ,中 同型 集合 ， 如 果 成 立 
《6。7) XE 一 >[XCE * A<—>x€EB), 
则 成 立 . 
(6,8) XE#A<—>xE*I NAXEB, 
证 明 ， 首先 证 明 xE * 4 一 >xE * 了 TA 人 AxEB, 由 于 *AE 
# 了 ， 所 以 * 4 的 元 素 是 * 了 的 对 象 ， 即 成 立 
《6 ,9) XE* 4- 一 > 和 了 


映射 ， 扫 对 
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叉 因 XE * A 一 ->xXE* 4， 故 成 立 
(6,10) XE* A—>xXE* AN\NXE*P 
由 (2,9) 和 (6*7) 推 得 
《6,11》 XE seTAXE* A—>xEB 
出 (6,10)、(6,11) 和 (2.12) 得 
(6,12) XE * A—>xEHR 
由 (6,9) 和 (6,12) 得 
《6,13) XE* A—>xt*rTAxXEB 
现在 反 过 来 证 明 : xE*T 人 A 人 xXEB 一 >xE€* 有 4, 由 (6,7) 得 
(6,14) XE* TT—>[CxXEB-—>XE * A 
利用 (2,9) 知 ，(6,14) 可 变形 为 
6,15) XE *#*TAXEB—>XE * A) 
引 理 (6,6) 证 完 . 
利用 (6,1) 的 第 2 个 原则 ， 在 6,4) 中 把 博 成 常量 ， 我们 
有 
(6*16) 1 是 (ri，7o) 型 *，[ 画 数 ]< 一 >fE* (YXTTI) 
(VyFT (VeTTrT LXE # PTAyE # TAZE #*T 
-一 > [Ct(x, yy) Nt(X, 2)—> y= 22)) 
这 里 有 两 点 值得 注意 ， 因 为 (6.4) 对 所 有 的 函数 :成 立 ， 特 别 当 
# 为 某 个 常量 《〈 即 男 定 的 函数 ) 时 也 成 立 ， 这 是 第 一 点 . 第 二 点 
是 我 们 应 用 (6,1) 的 第 3 原则 到 (6,4) 的 右 端 ， 将 它 变 为 M: 中 
的 语句 ， 用 这 就 是 (6,16) 的 右 端 ， 
我 们 知道 ，fE* 了 表示 是 * 卫 的 对 象 ， 又 HKx ， 甸 表示 x 和 
y 是 满足 1 的 对 象 ， 或 者 说 ，x 和 yy 是 关系 中 的 对 象 ,因此 成 立 
<6,17) 1E * TPT—>[i(x, y—>xE ssTAyE*I 
《6,18) 1E *T—>[i(x, 2)—>xE *IAE*I) 
利用 (2,9)、(2,10)、(2,20) 和 以 上 两 式 ，〈6,t6) 的 右 端 可 以 
改写 为 
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《6,19) tlE AAACVY7FTIJYYDTrafYTz7TaTX yy) 人 
ti(X, 2 一 一 > 人 一 22]。 
将 (6,19) 与 (6,5) 的 右 喘 比 较 ， 注 意 到 (6,19) 即 为 (6,16) 的 右 
端 ， 则 56,16) 变 为 
《6 ,20) tf 是 (TT) 型 * [ 故 数 ]< 一 >1E #* 了 了 At 是 (Tl:，T2) 
型 的 于,“ 函数， 
请 注意 ， 在 (6,20) 中 ! 订 以 是 任意 常量 . 

(6,20) 是 本 书 的 一 个 基本 关系 ， 为 了 可 靠 ， 我 们 再 换 一 种 
方法 来 证 明 . 如 果 把 (6,4) 中 的 + 看 成 变量 , 则 成 立 ( 红 (6,4)D。 
按 (6,1) 的 第 2 原则 ， 可 得 在 如; 成立 (VD)[tEs 了 一 > (6,4)]， 
有 具体 写 出 来 是 

(6,21) +E + 了 一 ->[! 是 (zi，r) 型 *[ 画 数 ] < 一 > 
(WXTTOUY YYTT (V2T72) [t C(x, y)} /AF (Xx, 2] 
—> yy» = 2]] 

将 (6,21) 最 后 一 式 与 (6,5) 比 较 ， 并 注意 到 1 € * 了 ， 因 而 

=7 与 “=s” 含义 相同 ,这 以 成 并 

(6,22) tiE * 了 TJ 一 >[!t 是 (Tt)/，、T2) 弄 s[ 汗 数 ] < 一 >it 是 (7T,, Ts) 
型 村 ,[ 通 数 ]]， 

如 困 以 * .4 代表 (54，T2) 型 的 *{ 郊 数 ]， 以 8 代表 (TI，7T2) 型 的 

亲民 函数 ]， 利 用 强 理 (6,6) 得 

(6,23) t+ 是 rr，7zaz) 型 *[ 国 数 ]< 一 >iE * 了 人 t 是 (tJ，T2) 型 
Mt 阮 数 ]， 

这 又 一 次 证 明了 (6,20). 

《6,20) 表示 了 * 可 和 六 ,中 函数 概念 的 差别 。 


§7 第 二 想 实 数 的 定义 方法 


在 标准 分 析 中 ， 可 以 通过 有 理 数 定义 实数 .那么 ， 在 朵 :中 
又 如 何 通过 有 理 数 来 定义 第 二 相 的 实数 ， 即 * 到 的 元 素 呢 ? 这 
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是 一 个 耐人寻味 的 问题 ,如 果 以 @ 记 R 中 有 理 数 的 集合 ， 有 通过 ，* 
一 一 映射 ， 则 * Q 代 表 * 的 有 理 数 集合 ,为 了 明确 ， 我 们 称 
入 ， 人 QQ 和 RR 分 别 是 第 一 相 的 自然 数 集 ， 有 理 数 集 和 实数 集 ， 称 
* N，* QQ 和 * 卫 为 第 二 相 的 自然 数 集 ， 有 理 数 集 和 实数 集 ,有 
时 ， 为 了 醒目 ， 我 们 记 
* N=N, rrC=Q， *R=R,. 
这 样 ， 可 以 更 清楚 好 表明 在 名 一 相 讨 论 问 题 ， 
为 了 在 * @ 的 基础 上 定义 * 刃 的 元 索 ， 我 们 回忆 一 下 在 Q 

的 某 础 上 如 何 定义 环 的 元 素 . 在 杂 中 这 种 定义 可 以 始 下 进行 : 

《7 ,1) r 是 及 的 实数 < 二 之 (5) (9Cp 是 和 WN 到 Q 的 升 卫 数 

六 是 六 到 QQ 的 跨 浮 数 


Nlim (g(rn} — p(n))= 0 


A 人 r= Cp(ln), gtn)) 7, 
通过 * 一 一 映射 ， 在 * Mn 以 这 么 说 ， 
(7 ,2) r+ 是 * 恒 实数 < 一 (三 p)(=39)[p 是 * NW 到 * 昌 的 升 
*[ 消 数 2 八 9 是 * 入 到 * 日 的 降 *[ 阔 数 ) 
人 lim (1(m) -p(n))= 0 
Ar = pm), qn)) 1], 


在 {7,1) 和 (7,2) 中 ，p 和 4 是 约 东 变量 ( 即 前 面 有 量词 限制 的 )， 
”是 自由 的 《 非 约 束 的 ) 变量 ，# 是 约束 的 变量 。 

为 了 把 (7,1) 和 (7,2) 各 项 的 意义 说 得 更 确切 ， 我 们 再 作 以 
下 解释 。 

在 于 中 我 们 有 
(7,3) 也 古 六 到 Q 的 函数 二 > 是 (0，o0) 型 冰 数 八 (Vn) 

CnEN—>(3 WLyEQAY= POI, 

¢?7,4) 是 六 到 @ 的 升 好 数 < 一 > 5 是 入 到 QQ@ 的 函数 人 (Ys) 
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(VMIsENAnENAsS nH —> p(s) < p(n), 
C7,5) & 是 站 到 QQ 的 降 函 数 < 一 9 是 义 到 Q 的 函数 人 (VS) 

(YRCLSEN AAS<n- 一 > 四 () <p(s)), 
47,56》 Pp 是 和 N 到 Q 的 隙 数 一 > [limp(n) = 0 <>(ve) 


(As}y(vnLe ER ie> 0 ——>ts EN AnENAs 
<n——> | p(n) | <<e]37。 
在 (7,6) 式 中 ， 绝 对 值 “|1” 的 确切 含义 是 它 满足 以 下 语句 

《7,7) (VAICxXE RAoOSx—>|x)=xIN\ (YX) CxERA 
X< oO- 一 >| | = 一 %]。 

通过 * 一 上 映射 ， 将 以 上 五 式 转 到 * 好， 我 们 有 

《7,8) 了 是 * 入 到 * QQ 的 *[ 消 数 ]<>p 是 (0o0，o) 型 *[ 函 
数 ] 八 (VDCnE *N—>(IyCyE *QAy= 
p(s 

《7,9) Pp 是 * 让 到 * 的 升 *[ 孙 数 ]<->p 是 * 太 到 *QQ 的 ， 
[ 丽 数 ] 八 {VC(vDCsC AGE NAs 人 n> 
四 (3) Pn) I, 

(7,10) Pp 是 * 六 到 +* 昌 的 降 * [ 孙 数 ]<>q 是 * NN 到 *+ Q 的 
*#[ 国 数 > 人 A 人 CVS)CVDLsE * NAnE NAs<n 
—> p(n) < p(s)y, 

7,11) pp 是 * 六 到 * QQ 的 *[ 函 数 ] 一 > Cslimpln) = 0<—> 
(Ve)(tIHs) (vmDIeE » RAcePo—>(CsSE #NA 
fc wsNAS< > * [p(n) |<eyIly. 

在 (7,11) 中 ， 绝 对 信 “* |1” 的 确切 含义 是 它 在 * 好 满足 以 下 
语句 ， 

《7,12) (VALXE # RNOZX—> # |X| =xIN\ (vx) 
[XE sRAXTo——>* lx|= —x), 

为 了 把 (7,2) 放 在 寻 , 中 进行 研究 ， 必 须 先 弄 清楚 它 的 各 个 
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组 成 部 分 在 好; 的 意义 ,因此 必须 先 在 术 , 中 引入 与 (7,8) 到 
《7,12? 相 类 似 的 五 个 关系 或 语句 ， 然 后 进行 比较 .在 对 :我 们 可 
以 直接 定义 

(7,13) Pp 是 入 ,到 Q; 的 用 ,函数 ]<->p 是 (0，0) 型 MM [项 
数 ] 八 (VCnEN—>(3y)Cy EQANYy= 
pn, 

(7,14) pp 是 入 ;到 QB: 的 升 必 ,[ 函 数 ] <->p 是 入 :到 ,的 MM， 
[了 汕 数 J 八 (V5) YESEN AN 人 EN 人 zcH > 
Ppl)<p(n)., 

(7 ,15) g 是 入 ;到 QQ; 的 降 册 [前 数 ]<>g 是 NN, 到 日 :的 
[函数 ] 人 (YSsCVYIDISENW AIEN Ns <n——> 
pn < ps), 


《7,16) 是 以 ;到 ;的 村 ,[ 曾 数 ] 一 -> [Mslim p(n)=0 


Ls 


>(YVe)(II(YD[LeERANe> 0—>[Cs EN:A 
[EN 人 S< MY 一 > | p(n) 1. 
在 (7,16) 中 ， 绝 对 值 “||;” 的 确切 含义 是 它 满足 以 下 语 名 
(7,17) (VX)LXER,Ax0—>|xil,= x 人 (YX) 
[xER,AxX< 0—>|x|,= 一 2。 
将 (7.17) 和 (7,12) 比 较 ， 并 注意 到 * 卫 = 也 ,， 所 以 成 立 
(7,18) * || = ||;,. 
即 “*||” 与 “| |,” 表 示 相 同 的 淫 数 ， 
注意 ， 在 (7,8) 中 是 任意 变化 的 ， 故 利用 (6,2) 得 在 姥 : 成 
立 . 
(7,19) ppE #1 一 >[p 是 * NN 到 *Q 的 *[ 函 数 ]<-->p 是 
(0，90) 型 *[ 胃 数 ] 八 (VCn€E *N 一 >(3y) 
[y€ #* QAy= (HJ), 
内 (6,20) 知 
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《7 ,20) 起 是 (D，o) 型 *[ 陋 数 ]< 二 > 户 E > 了 信人 关 是 (o，o) 
型 村 ,[ 孙 数 7. 
将 (7,20) 代 入 (7,19)， 利 用 (2,9) 变形 ， 再 注意 到 (7,13)， 可 
以 得 到 
{7 ,21) 办 E * 了 一 一 >[ 力 是 +* 六 到 *O 的 * [图 数 ]) >p 是 


必 : 到 名 * 的 好 :5 郴 数 ]]， 
再 利用 引 理 (6,6) 可 得 
(7,22》 Pp 是 * 计 到 * QB 的 [ 阔 数 ]<->pE * 了 八 p 是 ,到 
人 Q, 的 肛 , 人 区 数 ]， 


由 (7,9) 和 (7,10)， 类 似 地 可 得 到 
(7,23) 2 是 * 必 到 *Q 的 升 * [ 通 数 ]<>pE 了 人 
记 是 入 :到 ;的 升 册 .[ 通 数 ]. 
C7 ,24) 9 是 * 必 到 *Q 的 降 * [函数 ]<>aE， 了 人 
8 是 入 ,到 ,的 降 NMf [了 数 ]、 
最 后 利用 (6,2)， 出 {7?7,11) 得 在 可 ;成立 
C7 ,25) pE*T-—>[p 是 * 入 到 * QQ 的 * [函数 ] 一 > 
E * limp (nm) = 0 >{(Ve) (I (YH 


[eE x RAEe>O0~——>3[sSE #* NA mE vwNASs < 
一 > * | p(n)| <e]]]]]。 


由 {7,22)，、 有 
(7 ,26) bp * 了 八 p 是 入 到 * 的 *[ 耳 数 ] 二 >p€E »* 了 八 
六 是 内 :到 的 W:[ 函 数 ]。 


由 (2,9)，(7,16) (7 ,26) 和 (7,25) 得 
(7,27) ”请 E 了 了 人 z 是 感到 Q: 的 朵 :5 函数 ] 一 > 
[ * limp(ln) =o——>M,limpln) 一 0]。 


名- 呈 3 
又 利用 (2,9) 改写 (7,27) 得 
(7,28) Pp 是 入 ,到 QQ 的 村 s[ 孙 到 J 一 [ppE #*[ 人 一 > 
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[> :Tim p(n) =0<—>if,limp(ln) = 0 17) 


Rm2 
注意 到 
(7 ,29) slimp(n)= 0—>pE *T, 
所 以 成 立 
(7 ,30) * limp(n) = 0 <—>pC * 了 人 *limp()=0 . 


由 (2,9)， (7,30》 和 (7,28) 得 
(7,31) PP 是 入 ;到 QQ 的 开 ,[ 溺 数 ] 一 > C * limptn) = 0 < 


pE *fAM.limpn) = 0]。 


现在 利用 (6,2)， 将 (7,2) 在 庚 ; 写 出 得 
{7,32) r€E*T ->{7,2) 
具体 写 出 来 则 是 

(7,33) rE*#[DyCr 是 * 卫 的 实数 < 一 > (bp) (39) cp 是 
* 入 到 * QQ 的 升 * [ 涵 数 J] 八 g 是 *NN 到 *Q@ 的 降 * 
[ 澳 数 ] 
人 limtg(n) — p(n))= 0 
Ar= [p(n), a(n)))), 


由 (6,1)，(7;,23)，(7,24) 和 (7,27)， 知 上 式 可 以 改写 为 

(7, 34) rGE yx 六 ->[r 是 * 尺 的 实数 < 一 >( 习 p)(39c) [CpEs* 
广 人 gogE 六 人 pb 是 六 到 Q: 的 升 好 并 国 数 ] 人 8 是 六 
到 只 > 的 降 好 :r 遇 数 ] 
AM;, lim(qg(n) ~ p(n))=0 


Li 


Aroh (p(n, 0m 


nen 
另外， 由 ?7 = es gq(n)) 可 推 得 
NENz 


rEwIT<—>pC*l AgcCT, 
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因此 (7,34) 可 变 为 
(7, 35) rE* 帮 一 [rf 是 * 了 的 实数 < 一 >(3p (Ig [res 
TT 信 
是 ;到 QQ; 的 升 寻 [函数 J 八 g 是 入 ;到 QQ, 的 降 晓 ， 
【 酮 数 ] 人 好 linkatkz) 一 p(n))=OANr 人 [1pn) 


各 


g (8)))), 
利用 (2,31) 和 将 (7,35) 后 面 那个 rE *， 栈 从 量词 后 面 提 到 量词 前 
面 ， 并 注意 到 
(7, 36) r 是 * 天 的 实数 ->E*7。 
由 (7, 35) 可 得 
(7, 37) r 是 * 卫 的 实数 < 一 >rE *TA{3p)(30) 
[bp 是 六 :到 : 的 升 邓 :函数 ] 人 9 是 闪 ,到 入: 的 降 邓 。 


[ 疯 数 ) 

AMslim (q(tn) - pln) ) =OAr = (n) ,gqg 
Li tNs 

{1n))1, 


如 果 在 于 ,引入 定义 
C7, 38) r 是 村 ,的 预备 数 < 一 >(3 p) (9) [Cp 是 N, 到 Q;, 的 升 
对 :[ 国 数 ] 人 是 六 :到 Q: 的 降 M:r 函数 ] 人 Mslim 
Li 


~ wy 


gl(n) — pln) oNAr= 站 (pn), gq(m)), 
HE 


那么 人 7, 37) 可 以 表 为 
《7,39) ”rr 是 * 瑟 的 实数 < 一 >rEG = 了 人 r 是 Mf: 的 预备 数 。 
这 样 看 来 ，* 太 只 是 必 , 的 预备 数 的 一 个 于 集 。 另 外 ,(7,37) 还 可 
以 改写 为 
(7,40) Fr 是 * 五 的 实数 < 一 > 
《 习 力 ( 习 9)CpE * 了 AN 人 acE*pVpb 是 :到 Qs 的 升 
4i:[ 国 数 ] 人 gc 是 As 到 @Q: 的 降 MWC5 范 数 ] 
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MAMoslim(g(n) ~ pn) 》=oAr 类 了 人) ， 
如 外 


m3 人 # 
CO) )]。 
可 以 把 (7, 40) 看 成 第 二 相 实 数 在 以 ,的 定义 。 
为 了 方便 和 明确 ， 记 
(7,41) R= {x|(INUERAx= *)} 
Qi = {x|(IDtEQANx= *D} 
N= {x|I(SDUENAx= *}。 
不 难看 出 ， 久 ;，QQ 和 民 分 唱 与 YY，Q 和 RR 代数 间 构 .在 比较 
放松 的 情 帝 下 ， 我 们 认为 它们 分 别 是 相同 的 ,R,，N, 和 Q; 都 是 
* 情 的 外 子 集 ( 妈 不 属于 * 了 的 * 卫 的 子 集 ，、 
现在 举 两 个 例子 如 下 . 
【 例 13】 症 衣 中 ， 按 申 我 们 上面 的 定义 法 ， 数 0 可 以 定 
六 为 
1 1 
(7, 42) SB Ges = 


TaN 办 
通过 * 有 映射， 在 * 有 凡 中 ， 数 * OO 可 以 定义 为 
1 


C7, 43) * 人 = - 


开 


【 例 23〗 在 和 :中 , 设 e 和 5 是 六 :到 Q: 的 4 [函数 ]， 具体 


2 有 和 
(7, 45) b(n) = 


当 我 们 把 六 ;看 作 是 * 丸 的 子 集合 ， 那 么 ,有 .上 上 界 但 没有 最 小 
上 界 ， 因 此 ，NiE * 了， 所 以 a 和 5 也 不 属于 * 了 。 这 时 , 令 
(7, 46) i (1) ,b(n)). 


那么 4 是 好 :的 预备 数 ， 但 它 不 是 * 的 实数 . 
下 面 我 们 研究 第 一 相 实数 与 第 二 相 实数 的 关系 . 设 在 对 
有 
‘(7,47) gERANg= {a (12), Bn) ). 


其 中 和 8 是 六 到 和 的 函数 ， 满 足 〈7, 1) 中 的 要 求 。 通 过 * 
映射 ， 在 * 形成 立 
(7, 48) * OE * RA*g9=[| C*oln), * p(n)). 


注意 到 (7,41) 我 们 有 
(7, 49) * gC RR 

有 趣 的 是 每 个 这 样 的 9 还 对 应 着 村 ;的 如 下 的 一 个 集合 
(7,50) mon( * 9)=° |(*a(n), * (7))), 


NnENNI 
我 们 称 mon (* 9) 为 包含 标准 数 * 9 的 单子 .由 于 入 * 了 ， 
所 以 mon(* 9) 也 不 属于 * 了 ,由 于 我 们 把 T, 中 不 属于 * 了 的 对 
象 称 之 为 外 的 ， 所 以 Ai 和 mon(* 9) 都 是 * 也 中 的 外 集合 ， 
如 果 在 好 :中 令 
C7, 51) Rnon= {XI(3y) CyERAX= mon(* vy) } ,th 
R%on 是 与 每 个 情 中 的 数 y 所 对 应 的 单子 的 集合 . 如 果 适 当地 引进 
代数 运算 ， 则 了 R。. 也 会 与 R 代 数 同 构 。 
这 样 ， 忆 的 每 个 数 y， 即 对 应 一 个 *y€K， 又 对 应 一 个 
mon(*y》ERw， 而 且 成 立 
(7, 52) *YyEmon(t* Y)。 
特别 ， 如 上 所 述 ， 天 中 的 O 以 《7,42) 表 示 ， Ri 的 *O 以 
(7,43) 表 示 : 又 在 Roo, 中 ， 它 所 对 应 的 单子 为 
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(7,53) ”mon(eO) = (地, 二 ) 
六 E11 Fi 9 . 


显然 成 立 * OE mon(* 0)。 
为 了 加 强直 观 ， 我 们 作 点 几何 描述 如 下 。 
1.R 中 的 0 = 门 (- 六 元 ) 其 几何 示意 图 如 下 图 


(7,1), 


图 《7，1) 
2. 在 第 二 相 实数 线 * R 上 ， 零 单子 mon (*0) Ll 


(- 二 ， 二 ) 的 示意 图 (7,2) 如 下 。 


提 1 
nEN) ne 
ED 
—1 1 
5 PaDFK 并 分)》 去 人 
图 (7，2) 


3. 在 * 丸 上 ， “0~ 站 (- 序 一 ) 的 示意 图 《7,3) 如 下 。 


开 志 其 上 neEXN 


认 es 新 1 1 
nn 


图 (7、3) 
注意 到 六 ,是 x 入 的 真子 集 ， 所 以 mon (#0) 除了 so 之 外 还 
含有 * 姜 的 其 它 的 无 限 小 . 
在 本 节 最 后 ， 我 们 正式 叙述 一 下 * 怀 中 关于 无 限 小 ， 有 限 
数 和 无 限 大 的 定义 


(7,54) xX 是 无 眼 小 < 一 > 
29 


XE RAXEmon(*o) 
(7,55) Xx 是 正 无 限 小 <> 


X 是 无 限 小 人 so<<x 
(7,56) x 是 负 无 限 小 < 一 > 
Xx 是 无 限 小 八 X 之 *o 
(7,57) ”x 是 有 限 数 < 一 >x EsRA(3Iy) [yy ER AIxl < 
1y1) 
《7,58) ”x 是 正 有 限 数 <> 
x 是 有 限 数 八 *o<<x 
(7,59) ”x 是 负 有 限 数 二 > 
x 是 有 限 数 人 人 x<<*o 
(7, 60) x 是 无 限 大 <-—>xEwRA (Vy) [ y€ER>|y|< 
lx|) 
(7,61) x 是 正 无限 大 二 > 
x 是 无 限 大 八 *0<<x 
(7,62) x 是 负 无 限 大 < 一 > 
Y 是 无 跟 大 人 x<eo 


以 上 定义 都 是 村 ;的 。 由 此 可 见 ， 无 限 大 和 无 限 小 的 概念 是 相 
对 的 ， 是 *R 的 数 与 ,的 数 相 比 较 而 产生 的 . 

在 比较 放松 的 情况 下 ， 我 们 不 必 从 符号 上 区 分 *o 和 o， 即 
把 *o 写 成 o. 对 其 它 具 体 的 数字 ， 如 1，2，3，…… 等 ， 也 可 类 
似 表 示 。 

* 尺 的 下 述 子 集 都 是 外 的 ;全体 无 限 小 量 的 集合 ， 全 体 无 
和 限 大 量 的 集合 ， 金 体 有 限 数 的 集合 和 每 个 标准 数 所 对 应 的 单 
子 , 它 们 都 不 满足 完备 地 公理 ,它们 都 不 是 * 中 的 对 象 。 


88 数学 归纳 法 
在 标准 分 析 表 中 ， 数 学 归纳 法 占有 重要 地 位 ,因此 ,在 MM， 
2 
| 


| 中 必须 着 重 研 究 一 下 数学 归纳 法 的 状况 ， 
与 Skolemf[48] 一 致 ， 我 们 把 自然 数 集 立 的 首 元 未 取 为 1 。 
设 在 好 中 是 定义 在 自然 数 集 六 上 的 任意 命题 序列 ， 那么 
在 殿中 成 立 
《8, 1) 关于 命题 序列 9 的 归纳 法 <->5p(13 八 (VD [CTE 
NA (i) UU+1) J» (YD 【7EN 一 
pn) 1j. 
对 (8,1》 利用 * 一 一 映射 ， 在 * 奢 成 立 以 下 归纳 法 。 
设 在 * 冯 中 % 是 定义 在 第 二 相 自然 数 集 *w 的 任意 命题 。〔 序 
列 ] ,此 时 在 * 到 中 成 立 
(8, 2) 关于 命题 * 序列 ] 的 »* 5 归纳 法 ] < 一 > CP(1) 八 
(Yi CE#rNAPOD PU+DI~VD In EN 
->g (2 。 
在 好 ,中 说” 是 定义 在 第 二 要 自然 数 集 W:* 上 的 任意 命题 
村; [序列 ] ， 此 时 ， 在 及 :中 可 以 仿 腿 (8,1) ， 定义 以 下 语 
名 
(8, 3) 关于 命题 办, [序列 】] 9 的 本, [归纳 法 ] < 一 > 
CECIACIDOUEN A DPU + 1)I>(YH) 
Cn EN,->F (1) 7). 
但 请 注意 ， 关 于 命题 MM。 [序列 ] 9 的 村 [归纳 法 ] 并 不 总 是 
正确 的 ， 下 面 将 举 一 个 例子 .在 举例 之 前 ， 我 们 先 说 明 一 个 等 
价 关 系 ， 
利用 (6,2) ,从 (8,2) 可 推 得 
(8, 4) 2 E 让 一 关于 命题 好 。【 序 列 ] 9 的 村 , [归纳 法 ] 。 
用 普通 的 语言 来 说 ,只 要 PE eT 了, 则 关于 命题 村 ， [序列 ] 的 MM， 
[归纳 法 3 是 成 立 的 .而 且 (8,4) 与 (8,2) 是 等 价 的 ， 
现在 举 一 个 反例 ， 说 明 当 89 4 *T 时 ， 关于 命题 村 [序列 
的 避 , [归纳 法 1 一 般 是 不 成 立 的 。 
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【 例 13〗 设 f 是 入 ,到 Qs 的 村 [函数] ， 具 体 定义 为 
1, neé-N, 
0, mnENaA\N, 
又 令 9(n) 是 定义 在 NN, 上 的 命题 ， 具 体 定义 为 
(8, 6) 9()< > (fm)=1) ,nnEN,. 
首先 不 难看 出 9( 1 》 为 真 ， 这 是 因为 《1》= 1 是 成 并 


(8,5) fn) = ; 


的 ， 
其 次 我 们 要 证 明 
(8,7) (YD CIENAIOD—>9(+ 1)] ， 
由 (2,9) 不 难看 出 ，(8,7) 等 价 于 
(8, 8) (VDCUEN—> L900D—>90+ 1)))<—>( YD 
CIENs——> L901) V9 + 1)7. 
由 于 1ENs 等 价 于 1 EN,VIENAN ,我 们 可 以 分 两 种 情况 
当 1EN 了 时 ， 由 于 fU+ 1)= 1, 邦 9(U+ 1) 成 立 ， 因 此 . 
TI9(D Vg(l+ 1 ) 为 真 . 
当 1ENs/N i 时， 由 于 f(D) = 0 , 故 f (去 1 ,因而 "1g9 (1) 
为 真 ， 因 此 ， 门 9(D V9CI+ 1) 为 真 。 
这 样 我 们 证 明了 
(8,9) (YD [UENs——> (TI VIoU+ 177. 
由 等 价 关系 (8,8) 知 (8,7) 成 立 , 因 此 命题 9() 沈 全 满足 (8,3)》 
关于 命题 M 工序 列 ] 9 的 [归纳 法 ] 的 前 提 , 以 下 将 说 明 
(8,3) 的 结论 不 成 立 ， 即 证 明 
(8, 10) (Vn) [nnEN:—>0(n)) 
不 成 并 .事实 上 ， 当 wnEN,/N1， 由 于 f (mn) = 0， 故 f 0) 兴 1， 
因而 g(2) 不 成 立 , 因 此 (8, 10) 不成立, 也 就 是 ， 我 们 证 明了 
《8, 3) 的 负 命 题 
(8, 11) {39) Lo (1) A (VD UENAP (DD) -一 > 所 
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(+ 1)] A(In) [EN AP)D]]。 

但 是 我 们 承认 标准 有 限 归 纳 法 对 任何 数学 系统 成 立 ， 因 此 
在 型 :也 成 立 . 它 的 确切 表示 式 如 下 在 对, 设 % 是 定义 在 Ni, 上 的 
命题 【序列 ] ， 此 时 时 ,的 标准 有 限 归 纳 法 可 表 为 

(8, 12) 关于 命题 NN， 【序列 ] $$ 的 六 ,归纳 法 ]<--> C8(1) 
AN 人 (YYD [ENAPOD-——> PHU+ 1))] —>(Vn) 
[EN 一 > 六 (37)2]。 

我 们 利用 这 个 归纳 法 ， 在 好 ,中 证 明 以 下 命题 

《8,13》 (Yr) [r 是 有 限 数 一 > 

3x%) CxXERANrEmon( x). 

用 通常 的 话 来 说 就 是 ， 对 * 卫 中 的 任意 一 个 有 限 数 r， 都 存在 

一 个 标准 数 xE 呈 ， 使 得 r 属 于 * x 所 在 的 单子 . 

证 明 ， 因 为 ”是 有 限 的 ， 所 以 存在 i EN， 使 得 ，- < 
本 

如 果 r 是 标准 有 理 数 ， 则 成 立 rEmon(r》， 所 以 (8,13) 
已 获得 证 明 . 阁 ?不 是 标准 有 理 数 。 我 们 如 下 进行 证 明 。 令 a = 
一 ? ，b=1i 故 成 立 a<r<a，a， 已 是 标准 有 理 数 ,因此 成 立 
以 下 语 甸 

(8,14) EQMNLEQA 
bi—a= 4i/2A0 <r<b, 

现在 我 们 作对 :的 命题 W,， [序列 ] 如 下 

(8,15) PS) >a0 EE QAD EQA 
b,— ae= 4i/2° Mar<b,, 

由 (8,14) 可 知 ，9(1 ) 为 真 ,现在 我 们 定义 

2  。 
故 ?zsEQ 且 人头 r 若 ms<r， 我 们 规定 
(8, 17) girl = 1b = bs 


(8,16) 1 二 


了 了 


车 r<m,。， 我 们 规定 
(8, 18) Gs+1 = Gs 和 b= me 
因此 ， 从 p(s》 推 得 Pp (s+ 1) 为 真 .这 样 ， 由 (8，12) 可 推 
得 
(8, 19) (Vn) Cn EN—>9())， 
现在 令 


人 
Fi 如 


其 中 snEN， 则 c。 是 入 到 Q 的 升 函 数 ， 6 是 NN 到 Q 的 降 滥 数 ， 
且 


lim {pf, ~ &,) = 0 。 


现在 定义 
{8,21) 下 = (co Bn) 

出 8ER， 且 rEmon(* 有 ,也 就 是 证 明了 
{8,22) (Ix) Cx ERArEmon(*» x%)], 
(8, 13) 证 完 。 


$9 区间 和 内 范 数 


在 标准 分 析 寻 中 ， 区 间 是 函数 的 最 常见 的 定义 域 。 现 在 考 
察 一 下 ， 在 * . 巡 和 好: 中 区 间 的 概念 又 是 怎么 回 事 。 在 j 中 ， 
标准 实数 区 间 的 定义 如 下 。 设 x， 妨 和 2 是 取 值 于 刃 内 药 变 
量 ， 我 们 有 

(9,1) XELp,9I<—> PEXEq 
XEIP II<—> PAEYI 
XETpaq < PEX<Lq 
XE(P,IA—> PA 
XE > Xp 
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通过 。 


XE(—00,p<—>XEp 
XE(—0,+oc)<—> XER 
XE{p, + E> 
XELp, + co) < 一 > 已 委 %。 


映射 ， 在 * 对 中 区 间 的 定义 如 下 。 设 x,p 和 9 是 取 


值 于 *， 上 的 变量 ， 我 们 有 


C9, 2) 


XE # Lp,d< pxAg 

XE* (bp,9—>p<Ag 

XE * Cp, < 一 > 旋 <X<9 

XE (PI) pA 局 
XE#¥ (~ 00,p)<—>XLp 

XE#(—o0, p<—>xEp 

XE (ooy+ 00)<—>xXE*R 

XE * (pb, + oo0)€—> px 


XE*# [p+ opD)< 一 > 四 三 X。 


在 革 ; 中 ， 仿 照 (9,1)， 可 如 下 定 尺 区 间 。 设 *， 户 和 9 是 取信 
于 及 ,的 变量 ， 我 们 有 


《9,3) 


XELP I > PAXEq 

%E(p,9<—> p< XEq 

XELp, px d 

多 和 《由 ,9)2< > 让 <X<G 

名 后 《一 cg 办 ) >X<p 

XE(— 0 >XEg 

XE(~ cos + cos)< > XE Rs 

XE(D, + coco) > pL ~ 
RELpP, + 002) <—> pAEN, 


比较 (9,2) 和 (9,3)， 可 以 得 到 


(9,4) 


XE [pIe—>XELp,Q)s 
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TE # Cd jr (pd 
XE *#[LPI) >XECp,9), 
XE # (PA >NE (P,Q): 
XE (p>xXE(— 0,,p) 
XE *(— cco,pi<>xXE(— ,pp 
NE #【 一 oo 二 ce)< >XE(— 00,, + 008) 
XC pt oe—>xE(p, + 00,) 
XE Lp t+ oo >XELDp, + 00). 
辐 此 ， 在 峙 ;中 ， 九 种 区 间 ，[p,9)s， (Pp,9D,,Cp,9):, (p94):， 
(— cosp), (— 00,,p), (- cosy + 002), (pp, + o>) 和 [Cp, 
+ ccs) 都 是 内 集合 。 在 不 引起 混乱 时 ， 我 们 把 Cp,9),,(p,9 ]s， 
[5p,9q)。 和 (p,q): 简 记 为 [p,82，(p,93，[P,9) 和 (p,q)、. 
以 下 讨论 汤 数 钓 概念 。 设 变量 p, ,Ps 和 pp 分 别 是 (73) 型， 
(rt) 型 和 《75,，t,》 型 的 。 
在 好 中 有 以 下 定义 
《9 ,5) 旋 是 力 到 记 的 函数 < 一 > 六 是 〈Ti， ro) 型 画 数 人 (YY x) 
[xCp—>(Iy tyE pANYy = p(x), 
由 公设 (5，2〉， 在 * 朋 有 
《9 ,6) PP 是 Pp 到 ps 的 +，[ 函 数 ]< 一 >p 是 (ri， 7) 型 * [ 消 
煌 人 八 (Va)CxE Pp—> (dy Ly ED Ny 
= p(x)7, 
仿照 (9,5)， 在 汗 , 可 直接 定义 
《9,7) 轧 古 志 到 的 可 Hs[ 淆 数 ]< 一 >p 是 (71，72》 瑰 可 [党 
数 ]A(Yx)[xE 加 一 一 >( 习 y)KyEbsA 人 人 y 
= p(X%)1.。 
由 (6,2)，(9,6) 和 (C6 ,23) 得 到 
(9,8) PE DA 人 PC+IApE*rT—>[p 是 pi 到 旋 的 * 
[函数 ]< 一 p 是 《TI、?T2)》 再 衣 ,[ 函 数 ] 人 
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(VX)CxXEp——>(3Y Ly EP AY= D(x), 

将 (9,7》 代 入 (9,8) 得 

C9,9) PE *TAPE TApE 了 了 一 >[ 是 加 到 ps 的 * 
[ 国 数 ])<>p 居 Pp 到 pp: 的 放 ,[ 函 数 ))， 


注意 到 
(9,10) 了 是 P1 到 才 的 *[ 函 数 ] 一 >pE * 了 NDE*TA 
六: 和 + 了 
由 引 理 (6,6) 得 


《9,11) pp 是 到 p; 的 *[ 函 数 ]<>pE * 了 ApE*T 了 TA 
PsC*DAp 蚌 Dp 到 ps 的 村 [ 梢 数 )。 
以 下 举 几 个 简单 的 例子 。 在 举例 之 前 ， 我 们 先 引 进 刀 个 答 
号 : 以 pSEft(p1,p:) 指 称 “p 是 p1 到 ps; 的 函数 ”?， 以 pE * t 
Cp，pb2) 指称 “pp 是 轧 到 ps 的 *[ 隙 数 )”， 人 以 pEfi(pi, 2D:) 
指称 “p 是 pi1 到 pz 的 肝 s[ 消 数 ] ,那么 ，(9,11) 可 以 改写 为 
(9,12) PE#Itp, ps) <—> pE#*DAp: 和 + 了 人 护短 
* PApEfts (pl: ps2), 
' 读 者 可 以 看 到 ， 象 (9,12) 这 种 完全 形式 化 的 写法 更 加 严 谦 . 不 
过 形式 符号 引进 得 太 多 ， 和 由 于 记忆 困难 ， 以 致 造成 不 好 理解 ， 
所 以 在 大 多 数 情形 下 ， 作 者 仍然 采用 通常 的 数学 语言 来 表达 。 
[ 例 11】 若 f 是 到 “下 到 RR 的 函数 ”的 也 数 ， 即 Cft 
(R,ft(R， 卫 )) ,那么 ， 当 ppER， 我 们 有 fC(p) EftCR, 开 ). 进 
一 步 ， 具 体 定义 为 
(9 ,13) fID) = 力 vxER, 
这 就 是 说 ，f(p) 是 取 值 为 bp 的 常 值 沙 数 ， 
然后 由 公设 (5，2) ， 通 过 * 
有 : 
* 是， 下 到 “* 环 到 * 六 的 *[ 范 数 ?” 的 *[【 函 数 ])， 即 
sfE*ft CC#R, *ftC*R, *R))., 


映射 ， 在 * 村 我 们 
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那么 当 pE sR sf(pE*ftle 如 * AR)). 
进一步 有 
9,14) fp) Cx) = pp，YxXE# 忆 .这 就 是 说 ，* f(p) 
是 取 值 为 bp 的 常 值 函数 
注意 到 pE€ *， RR 是 任意 的 ， 故 在 村 ,中 取 值 为 * 的 任意 实 
数 的 常 值 函数 是 内 函数 。 ( 即 为 * 了 的 成 员 》， 
[从 2】 如 果 和 将 (9,13) 改 为 
C9,15) f(Dp) (x) = px， YXER, 这 就 是 说 ，f(p) 是 斜率 
为 p 的 线性 齐 次 孙 数 。 
出 公设 (5,2) ， 通 过 * 映射 ， 在 * 好 中 成 立 
. (9,16) “f(D CX) = px，YxXE* 忆 ,这 就 是 说 ，* f(p) 
是 斜率 为 尺 的 线性 齐 次 函数 . 
由 于 p€ * 忍 是 任意 的 ， 故 在 愉 : 中 斜率 为 任意 2 的 线性 齐 
次 隙 数 是 内 函数 《 即 属 于 * 了 了》、 
【 例 3】 我 们 以 有 x 卫 代 表 怀 与 R 的 销 - 攻 多 乘积 。 取 了 Eft 
(Rx RR)， 具 体 定义 为 
(9,17) (x,y) =X+y YX， YYyER. 由 公设 (5,2), 通 
过 ， 映射 ， 在 * 村 有 *fE*ft 《sRx*R, 
* 忆 ) ， 具体 定义 为 
《9 ,18) * 了 (X YY) =X+y VX, VyE * Rh, 
故 在 z 中 ， 加 法 函数 * 了 是 标准 函数 。 
【 例 4]】 车 (9,14) 换 为 
9,19) fx,y) =xy,， YX，YVyE* RR。 由 公设 (5,2) ， 
通过 * 上 映射， 在 * 及 有 
. (9,20) X,Y) =Xy YYx YY 人 * 也 , 故 在 ,中 ， 乘 
法 函数 * 7 是 标准 的 。 
进一步 的 例子 请 参考 第 五 章 . 我 们 不 可 能 把 所 有 的 内 函数 
《或 其 它 内 对 象 ) 都 给 出 来 ， 但 是 我 们 应 当 把 最 重要 的 内 函数 
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一 一 如 基本 初等 函数 给 出 来 ， 这 将 在 第 五 章 中 讨论 ， 


§10 (有限) 和 ， 乘 积 以 及 二 项 式 定 理 


我 们 知道 ， 有 限 和 ， 有 限 乘 积 以 及 二 项 式 定理 是 标准 分 桥 
极为 重要 的 概念 .没有 有 限 和 ， 人 怎么 定义 积分 呢 ? 因此 ,我 们 儿 
闫 在 M，* 形 以 及 对 :中 研究 这 三 个 内 容 。 

我 们 从 有 限 和 开始 ， 在 村 中 成 立 以 下 关系 
(10,1) gEft(N ,RI—>(Hs) Ls EftN, RA 

Ss(1) =g(DDA(vVDUEN—> 

SOQO+t1) =s(D+taUd+t+ DIACYDLIEItN, RA 

1(1) =g(1)A(vVDCIEN——> 

t+ 1)=HD + q(t 1))—>t= 5)), 
用 普通 诺言 来 表达 ， (10，1 ) 的 意义 是 ， 对 任意 的 g Eft(N， 
尺 ) ， 唯 一 存在 s Eft(N ,RR) 使 得 s(1) = gq(1) 和 s (T+1)= s(D 
+ g(i+1) 对 任意 1 EN 成 并 ,但 是 用 普通 语言 表达 不 好 按 公 设 
《5,2) 进 行 * 一 映射 .对 于 每 个 象 《10,1》 这 样 的 形式 化 的 名 
子 ， 不 必 每 次 都 把 它 的 普通 语言 表示 写 出 来 。 

在 好 中 基于 有 限 和 “3 了? 可 以 如 下 定义 

(10,2) SEItItN , R), ft(N ,RR)) 
A(voLgEftN,R)——> 
E911) =cGACYDIIE 六 一 > 
ZOU+1I)= S09) +aq(lt1)7) 
注 夸 ， 出 于 了 GEftftCVR)，ftCONR)) ,所 以 了 (ao) Eft (CN, 
尺 )， 妈 三 (9) 是 六 到 六 的 函数 ， 而 三 (9) (站) 宕 示 阴 数 上 (9) 在 ! 这 
一 点 上 的 函数 值 , 在 习惯 上 上 ， 我 们 记 作 
(10,3) 了 (9) (nm) = Za). 


1=1 


由 公设 (5，2) ， 通 过 * 映射 ， (10，1) 在 * 并 
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变 为 

《10 ,4) gE *#ftCe N, * R)—> (3s)LsE #ft(* N, 
* R)AS(1) = gq(1) 
ACYyDOE#s No——>s(l+ 1)=s(D) +g(l+ 1)) 
AC(VDCIE # ft N,*R)At)=g(1) 
N\(vVDUE * N-—> 
i10+1)=t(D) +q(Ut1)I—>t=5)), 

(10,2) 在 * MM 变 为 

(10,5) ss SEwft(ts ft NV, * RR), sft(C* Jy,* R)) 
NAN\(vYaCteE *ft(N.* R)—>* Slqg) (1)= 
g(D DACYDOUIE * N—>* S(q) (+1)= * 工 
(g) (1) + gli+ 1).), 

《10,3) 在 *， jd 变 为 


《10,6) * Sg (n= * > gi). 


由 以 上 讨论 知 在 * 好 中 对 每 个 grE * ft(* 入,* 怀 ) 可 以 定 
义 它 的 有 限 和 ， 即 * 三 是 有 意义 的 。 现 在 问 ， 在 Ms 中 ， 对 每 
个 gEtftsys Ri 是否 能 定义 它 的 有 限 和 了 呢 ? 我 们 自然 要 求 ， 
全 在 好: 所 定义 的 有 限 和 与 好 的 有 限 和 具有 相同 的 性 质 ， 久 在 
对 :所 定义 的 有 限 和 ， 当 局 限 在 *M 上 寺 与 * 形 的 有 限 和 的 含 
义 相 同 。 我 们 说 ， 要 满足 以 上 两 个 要 求 ， 在 MM, 一 般 地 定义 有 
限 和 是 不 可 能 的 。 

为 此 ， 我 们 先 介 绍 好 中 有 限 和 的 重要 人 性质， 实际 上 是 引入 
等 价 的 有 限 和 的 男 一 种 定义 方法 ,为 此 ,我 们 引入 两 个 辅助 概 


我 们 以 PreY 表 未 自然 数 集 六 的 前 段子 集 ， 确 切 含义 是 
《10,7) PEpPreN<—7p NA(VA)ICY ICX EpA yEN 
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AU 一 2Y<y]。 
我 们 以 prem 表 示 自 然 数 集 六 的 前 中 女子 集 ， 具 体 含义 是 
(10,8) XEpremN<—>xEpreNYV (Iy) [yy 和 prery 人 x 
CCyA(CyANAx JEpremN ]。 
这 样 ， 在 村 成 立 以 下 关系 
《10,9) gEft(N,R)—>(ds Cs Eft(premN ,RA(Y 
XEXEN—>s({x}) =gx)IA(YV pp) (YD)EpE 
preNApL rE preNApr = $8——>s(p)t) = 
s(p) + SIACtY sD) Ls EftC(premN ,R)A (YX) 
Cx EN— xs (x) = a(x)IA(Y pvVHNLPE 
preNANplL ltEpreNAp t= 由 一 >SI( 力 1 = 
si ( 力 ) 十 St 一 >Si 二 3S]]。 
这 个 关系 的 意思 是 ， 对 任意 gaEft(CN,R)， 唯 一 存在 sEft(Cpr~ 
emA , 尺 ) 使 得 对 任何 x* EN 成 并 5s({x}) = q(x) 而 且 对 任何 p EE- 
preN 和 任何 满足 pLjtE preN 和 p 门 1 = 由 成 立 sCbL by = Sb) 
十 SCf) 。 
实际 上 ， 如 果 以 ,sn| 表示 自然 数 片 断 ， 其 中 xEN， 具 体 
表示 为 
(10,10) XC ln < 一 >xEGNANA1<sx<rnr， 


那么 s( 1 ) 即 为 和 > gf 人 ,因此 可 以 在 和 引进 有 限 和 的 第 二 


种 定义 
C10,11) SEfttN ,RR) ftpremN ,RR)) 人 
(Yo)reEfHN ,RI— > (VAXEN—> 
sg) {x = gO IA(YV HY LpEpreNA 
pLjtEpreNAp t= $—>£(9) (pL = 
Sq) (p) + Sg) (办 ]]。 
于 是 成 芯 
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(10,12)。 SCg) (118 = Dg(n) = 5D(g) (pn)。 
i=1l 


并 且 不 难看 出 在 玫 成 立 以 下 公式 
《10,13) tEpremNA(vx)[Lx Et—>g(x) = 0) 


— >5(g) (t= 0. 
«10,14) tEpremN/A{(VA) Cx Ei—> g(x) > g(x)) 


-> 了 (9 ) (5(g) (1). 
《10 ,15) 1tEpremNA (VX) [x Et > g(x) 一 Qi(X) 


—> Sg) (0 = 5(q) (1). 
现在 由 公设 (5,2)， 通 过 * 一 映射 ,把 (10,7) 至 (10,14) 
逐步 变 成 * M 的 关系 。 
我 们 以 * pre * 入 表示 * 六 的 前 段子 集 ， 确 切 含 义 是 
(10,516) ppE*pres Ne—>pT*NA(VX) (YYy) 
(XEPANYE* N\p—>xX<y], 
我 们 以 * prem * 放 表示 * 六 的 前 中 段子 集 ， 确 切 含 义 是 
{10,17) XE*prem* N<->xE *pre*lyV(3y) 
CyE * pres NAxCyAYy\XE * pre* Ny), 
这 样 ， 在 * 放 成 立 以 下 关系 
(10,18) gE *fttr N,* RPR)—>(IsLsE *ft 
(*#prem* N,* R)A(VAXA)LXE * 人 一 > 
SC({x}) = gxX)DA(YD) (VLpPE *pres 
NAPpLJE * pre* NApI lt=$—> 
sp ty = sp + sDIA(Vs) CSE nft 
(prem* NN,» RACYVX)Lx Ee 一 
SiC{x}) = qx)IAC(YVPICYVIDIPE »* pres 
NADPLJIE * pres NADN= 看 -一 > 
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sip <( 访 ) 二 Si 一 -人 >3S1 一 S]]。 
由 (10,11) 得 到 在 * 好 关于 有 痕 和 的 第 二 种 定义 为 
(10,19) SeEuvfttsftteNsR)，stt 
(#* prem* NN,*»* R))A(Va taE * ft 
(Cs N,* R)—>(Yx)CxE 人 一 > 


« Eg) xl) = qo)INCY PH) (YNLDE 
«pre* NApLIiE #* pres* NAp[ lt=¢$ 


a i 


+ Cg) (DD. 
由 (10,12) 知 在 * 六 成立 


©10,20) 。 SAC lp) = ， 之 900) 
sol 
= # (gq) (Cn), 

其 中 rEsA， 而 且 成 立 

C10,21) XE |Ilnl<—>xE * NAlEXE. 

最 后 出 公设 (5,2》， 通 过 * 映射 将 (10,13)， (10,14) 

和 (10,15) 变 到 * M， 我 们 有 
{10,22) 1E * prem * NA(CYVX)LxX Et1——>9(x) 


=0]— > * S(g)(t) =0, 
C10,23) iE wprem* NA(YVA)Ix Et —>9, (x) 
as(x)] 一 > * Sq) (D2 * Sg) (1), 
C10,24) 1E *prem* NA(CYVX)CXEt——>g, (x) 
= gs(x)] 一 >。 了 (ga 人 = * TF(g) (t). 
现在 我 们 设 在 果 : 可 以 宪 义 有 限 和 和 和， 而且 它 具 有 好 中 有 限 
和 的 同样 性 质 。 那 么 在 邓 : 应 成 立 与 (10,1) 和 (10,2) 相 同 的 形式 
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的 语句 ， 即 在 好 ,成立 

《10 ,25) GEftetlN,, Ra)——> (Hs Ls EftsN,, R,) 
As(1) =g(DAC(YVDLEN—>s (I+ 1) 
=8() + q(t+ DIACYODLt Efte CN,, R,) 
Nt1(1) =g(D DAN(CYVDUEN—>i+1) 
=+(D) + qi+ TD 一 > 一 SI]。 

《10 ,26) BEfto (ft CN, Re) ft RACY a) 
[gEftolN;,, Rs) —> S909) (1) = 9(1) 
ACVDUEN—> 3.(9) (1+ 1) 
= S90 + qd+1)], 

不 仅 如 些 ， 在 好 :也 应 可 以 构成 有 限 和 的 第 二 种 定义 。 为 此， 
我 们 以 prez :表示 六 :的 前 段子 集 ， 确 切 含义 是 

{10,27) PEPpresNse—> pC NA 人 (YX (YY) 
[xEPANYIEN NPD— XTyl. 

我 们 以 pfemaV :表示 以 :的 前 中 有 段子 集 ， 确 切 含义 是 

《10,28) XEpPremeN.<—>xXEpresNeV (I LxC Yy 
MANyEPre NAN YXEPpre Ny 

类 似 于 好 中 的 (10.9) ， 我 们 设 在 好 :成 立 关 系 

(10,29) gE€Efts Ns, Re)—> (FC Eft, (premsN,, 
RYACYAILXEN——>s({X)}) = g(x) 
MN(VPIC(YDCPEPre NN pL)tEPresN, 
人 让 lis $——>s (pl lt) =s(p) + s(t)) 
A{Ys) LsEfte(premeN,, Ri 人 人 (Vx) 
[XEN—>s {x}) = q(x)IA(Y Dp) 
(VDCagEPpres NApL EPrer NAD 
= $b—>s pj) = sp) + 5 (7 I—> $1 
= 3]]。 

邑 我 们 设 在 好 :中 也 可 及 引进 有 限 和 的 第 二 种 定义 
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(10,30) Tcftodt (Vs Re ftpremyV RD)) 
A(vaLeg EiteN,, Ri)—> (VX)CxX EN, 


— > Tg) fx) = qx)IACY pb) (YD) 
LpEPreNNe A\pl liEpresNs /Apl lt=$@ 


一 > 三 (gp = SB,(q) (9) 


+ 了 (9) (3。 
而 且 成 立 
(10,31) EC) (n) = Slq) (11,n),), 
其 中 nEN。， 而 且 


(10,32) XE lln >xEN, ATI<x<1Y。 
最 后 设 M: 中 的 和 “了 ”满足 以 下 三 性 质 
(10,33) iEpremsNe/A(VX) Lx Et —>9(K) = 0 
一 > 5,(q9) (1) =0, 
{10,34) tEpremsNoeA(Vx)fx Et——>g (xX) > 
go (%) I——> B91) (D> Sg) (1), 
C10,35) ttEpremsNasA(VX)ICX Et——>q (x) 
= gs(X)]—> S91) (1) = Sq) (1). 
以 上 三 性 质 类 似 于 吝 的 性 质 (10,13)，{10,14) 和 (10,15)， 这 
样 ， 我 们 在 M, 中 引入 了 有 限 和 “3 与 “3 ， 它 与 对 中 
的 有 限 和 “5” 与 “3” 具 有 相同 的 性 质 。 
进一步 ， 我 们 设 上 ,和 三 ,是 * 卫 和 * 三 的 扩张 。 这 也 就 是 


说 在 内 成立 
C10,36) (VOraE * It(* N,* R)—> #5(g) 


= 2 (909), 
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《10,37) (YCgE sftCe N,« R)—> «3g) 


= S.Cq9)). 
现在 举 一 个 例子 ， 说 明 这 种 扩张 将 导致 矛盾 。 
在 站 取 常量 Eft(N ,有 R)， 具 体 定义 为 
(10,38) Qn) =1, YnEN, 
由 (10,12) 可 看 出 


(10,39) BS(0) (n= SC) (1,n|) =n, YnEN, 

由 公设 (5,2)， 通 过 * 映射 ， 将 (10,38) 和 (10,39) 变 到 
es M， 我 们 在 * 了 了 有 常量 *a€E *ft(*NW,*R), 具体 定义 为 
10,40) #01)=1, vnE nN. 


又 成 立 
《10,41) «SC(ea n= Sea(e |1,n|) =n, 
YnE *NN, 
由 (10,36) 和 (10,37) 得 
(10,42》 Ba Cm) = 瑟 (sa (lz =n, 
VnElN,. 
又 在 站 取 常 量 9, Eft,lN,, RR;) 9 具体 定义 为 


1, nn€EN, 
0, nrEN\N. 
请 注意 ， 在 村 ,成 立 以 下 关系 
NEpresN, 
C10,44) [> Epbremo 
Illsnfa\N EPpremsNs, VnENN\N, 
现在 任 取 x ENs\N,， 则 成 立 


[1,n|s EPresNs 
[15nla\WN: EPrem:N,, 


(10,43) at) = ; 


{10,45) 
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Pan 


又 记 
(10,46) 6 = S$,Cas) CN,). 
那么 EGR。 由 (10,30)，(10,33) 和 (10,45) 得 
(10,47) ”了 (aa) (11,n|,) 
= Sa) (ND) + Boo (lniNND 
= B,(02) (N) =6>0, 


又 出 于 
(10,48) * GX) OX), 
故 由 (10,34) 得 


C049) Sl ol) Da) (11,n|). 
注意 到 * ]1,n] 即 11,n1。， 由 (10,41) 和 (10,47) 得 
{10,50) nb, VnENAN. 

又 任 取 mEN,， 则 成 立 
C10,51) [1,m|, EE presN ,, 

Ni\|1,m]s EPprems Nye 

由 于 这 时 对 任意 和 的 xE€ 镁 ,mj; 成 六 
C10,52) HX) = G(X), 
故 由 (10,35) 得 


《10;53) Slea) (|1,m|,) 
= B,C) (1smls) = m, 
由 (10,30),(10,33) 和 (10,34) 得 
(10,54》 了 (as (N,) 
= Ss,(o) NN 1 ml + Slay) Cs 


和 
(10,55) b> 立夫 和 有 Wi 
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出 (10,55) 知 5 是 正 无 限 大 。 但 由 (10,50)，《5,5) 和 10， 
47) 又 推 得 6 是 有 限 数 ， 从 而 得 到 矛盾 。 因 此 ， 在 村 ,定义 有限 
和 使 得 ，@ 与 于 的 有 限 和 具有 相同 的 性 质 ， 名 局限 到 * 人 MM 上 与 
* i 的 有 限 和 相同 ， 这 样 的 有 限 和 是 不 可 能 在 有 村, 定义 的 。 
由 此 可 以 看 出 ， 一 些 分 析 学 中 的 概念 ， 必 须 在 村 ，* 由 和 
村 ,中 具体 地 进行 讨论 和 比较 ， 才 能 认 清 其 相间 和 不 向 之 点 ， 
作 到 概念 明确 ， 不 发 生 混 淆 。 
以 下 讨论 乘积 问题 。 
我 们 知道 ， 关 于 有 限 乘积 ， 在 邓 戌 立 以 下 关系 
C10,56) qEft(N ,PR)—> (Ap CPELN, RA 
Pp(1)=a(DA(CYDIOUEN—> p(t+1) 
=p(Do(+r DIAC(YDEItN , RA 
t(1) =o(DAC(VDUEN— Xr 1) 
=tDot+ DI—>t= 户 ]]。 
故 在 好 可 以 如 下 定义 有 限 乘 积 
《10,57) IEtftddtCV ,R)TtCOV ,RD)ACYo)ta 
Eft(N ,RR)—>I1(g) (1) = 9g(1D) ACYD) 
[ICN—¥Il(o) (I+1)=1(9) (ot+ 1)), 
在 习 彼 ， 我 们 筷 作 


(10,58) Ho (1) = {1 g0i), 


由 公设 (5,2)， 通 过 * 一 一 映射 、 以 上 三 式 在 * MM 的 中 示 
分 别 为 
(10,59) gE *ft(x NR—>(IP CDE #ft(t*N, 
* PR)Ap() =9(DAC(YVDIIE #N——> 
PUt1)= pao + DIACWILE » f+ 
Ca*N,* RA = DACYDAE #*N 
—>l(l+1) -1(Dao(t+ 1))—>t= pb)) 
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roy 


(C10,60) *]IIE *ftC»fttalN, * R),*ftt«N, 
* RA(VagCaE fw sx RR)——> 
*II(g) (1)= a(D ACYDIE * N——> 
* TI(9) (f+ 1)= *Il(g) (od +11), 
在 寻 惯 上 上， 我 们 也 可 以 写作 


(10,61) + IT(9)(n) = «Ig. 


这 样 ， 我 们 在 * 杂 中 有 了 有 限 乘积 “*II”。 同 样 ，* JI 也 不 
能 扩大 到 妈 : 中 ， 这 个 我 们 就 不 详细 讨论 了 。 
下 面 研 究 二 项 式 定理 。 
在 也 中 取 常 量 eEfTtR EECNV ,R)) ,那么 a(x) EftCN ,RR)， 
具体 定义 为 
C10.62) G(X CN) = xX, 
根据 有 限 冬 积 “I1” 的 意义 ， 我 们 定义 


(10,53) xx = Taw)) GD = HaCxe) GD， 


而 且 有 指数 律 
《10,64) i 

由 公设 (5,2)， 通 过 ， 一 一 映射 ， 把 以 上 三 式 转 到 * Mt， 
在 *T 有 常量 saGC *ft(* RR,*ft( 人 N+* 耳 ))， 持 么 * a(x) 
Ex*ftrwxR)， 具体 定 尽 为 
(C10,65) * CX) (Rn) = XxX, 
那么 根据 “* II” 的 意义 ， 我 们 有 


(10,66) (XV) Ue ac) = f+ alx) i). 


在 不 引起 混乱 时 ， 仍 记 * (XX") = 久 "，。 则 症 * 几 有 指数 律 
C10,67) A 
丸 在 中 取 常 量 8EftCN ,NN) 基 体 定义 为 
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(10,68) b(nR) = 


那么 在 好 中 阶乘 的 定义 为 
(10,69) ni =ICb)(n), 
又 规定 0! =1。 


用 公设 (5,2)， 通 过 * 
在 * 了 有 常量 *6E€ * ft(* NV,*W)， 具 体 定义 为 
《10,70) * b(n)=n, 
在 * 好 中 阶乘 的 定义 为 
(10,71) + = *IC*b)(n), 
又 规定 0*! -1。 

在 好 中 组 合 的 定 尽 为 
(10,72) CEftCD,N)A 


Cs 


cl Cn—a)! ? 
这 里 忆 的 定义 为 
(10,73) (nxn,0) ED<—>Cin=0VnENIACe=0V 
ENIAOELEN, 
由 公设 (5,2)， 通 过 * 湛 射 ， 将 以 上 二 式 转 到 * 好 ， 
有 
(10,74) *CE*#*ft(s D+*N)A 


n*! 
Ql (np—a)*!” 


类 G2 三 
这 里 * DD 的 定义 为 


(C10,75) (HOE 也 < 一 >rre=-0VvE #* NIACG=0 


人 acaE * NIVOSAaen). 
在 好 中 二 项 式 定 理 可 以 表述 为 
《10 ,76) (xX+y)"= Ex, yn)) (n+ 1), 
其 中 | 
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MM， 


我 们 


{10,77) aoEfttRx RxN,fttN,R))Aa(x, y ,ny 
EftCN, 民 ) 人 GCCX ym = 人 
yi 

由 公设 (5,2), 通 过 * 一 一 映射 ， 在 * 村 有 二 项 式 定 理 


(10,78) (XxX+ y= Ssax, yn (n+ 1) 


= (x, yn) (1) 
1] 


市 p> * Crx"’y!:, 
其 中 
(10,79) G(X, YI = CI_1X YY 
通过 以 上 讨论 ， 得 到 了 * 好 中 的 二 项 式 定 理 。 为 了 得 到 
它 、 我 们 必须 先 搞 清 有 限 和 与 有 限 滋 积 在 * 邮 的 表示 。 由 此 可 
见 形式 语言 的 作用 。 只 有 当 我 们 把 邓 中 的 语句 形式 化 了 ， 才 能 
够 更 准确 地 使 用 公设 (5,2)， 通过 * 映射， 把 妈 的 语 名 化 
为 * 戏 的 语句 。 
当然 ， 我 们 并 不 打算 把 于 全 蕉 形式 化 ， 我 们 的 目的 仅 仪 是 
为 了 搞 清 概念 ， 使 得 从 邮 到 * 村 进行 语句 转换 时 作 到 正确 无 
误 ， 使 得 将 ， 旭 与 杂 : 进 行 语句 比较 时 作 到 正确 无 误 。 只 有 人 到 
了 必要 的 形式 化 ， 才 能 将 届 辑 推理 的 语言 与 分 析 学 的 具体 对 象 
加 以 区 分 ， 这 样 才 便 于 对 M ,* M 和 1: 的 理论 进行 比较 分 析 。 
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第 三 章 极限 和 连续 


本 章 的 主要 对 象 是 研究 极限 和 连续 概念 在 虹 ，“* 允 和 My， 
中 的 相同 和 不 同 , 通过 8 9 的 讨论 ， 我 们 知道 ， 区 间 这 个 概念 
没有 内 和 外 的 差别 ， 即 六 ,的 区 间 都 是 内 的 .我 们 在 那 里 讨论 了 
九 种 基本 区 间 . 但 是 函数 的 概念 就 有 内 外 之 分 ， 淮 确 的 表达 式 
请 参看 〈9, 12)。 从 逻辑 学 的 这 度 来 看 ， 凡 是 一 阶 语 言 的 句子 
没有 内 外 之 分 ， 高 阶 的 则 不 然 . 因 此 ， 对 微 积分 学 的 基本 概念 ， 
应 仔细 考察 一 下 。 本 章 涉 及 的 是 与 极限 和 连续 性 有 关 的 基本 概 


811 序列 的 极限 


本 节 讨 论 的 对 象 是 序列 极限 概念 在 村 ，* 并 和 并 中 的 异 

同 .按照 我 们 的 记 导 ， 及 中 的 序 列 就 是 It(N , 呈 ) 的 元 素 . 假 设 
xEft(V ,RD 和 bbE 玉 在 好 中 序列 的 极限 是 如 下 定义 的 

(11, 1) limx (nm) = p>(Ve)Le>0—> (3m) Cm ENA 
(VHAENAm- n> {x ~ 六 | 一 se 

由 公设 (5,2)， 通 过 * 映射 把 (11, 1) 转 到 ”好 。 设 YE*ft 

Cx 站, * 民 ) 和 pE* 民 ,在 * 及 中 *[ 序 列 J] 的 * [极限 2 如 下 定义 

(11, 2) 和 , limx(n) 


= pe—>(Ye)res 00rdm mE * NA(Yn) 
CHE * NAm<n—> {x(n) ~ pI 
在 对 :中 ， 若 xEfts(Na RD) 和 户 人 ER， 可 以 定义 Mi 序列 ] 
的 夺 ,[C 极 限 ) 如 下 ， 
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C11, 3) Mlimx(n)=p 


Rm a 

<—>(Ve)[es0—> (3m mEN, A(Ym 
CnEN, Am<nr> lx(n) 一 力 |<8]]]。 

出 (9, 12) 可 得 

C014) xEnft(s Ne Re>xE eTAxEft, 
(NN ,, Rs), 

由 (11,2) 和 《11,3) 可 得 

(11, 5) *C eft(e Ns RAPES RP limx(m=n 


<—>iM, limx (Cn) = pj. 


由 此 可 得 在 平 ,成立 

(C11,6) XE *»ftt*jy. # R)ApE s* RA* limx(n = 
<—>X 亿 * TAXEft NG Ri ApbER:A\ 
M,limx(n).= p, 


nm 


特别 在 c 和 8 是 常量 的 情况 下 ， 在 好 中 成 立 语句 
C11,7) aEftoN, RR) MbERAlima(n) =6, 
它 等 价 于 在 * 对 成 立 语句 
(C11, 8) * OE *ftC# Ar sn) 人 pc A 


* lim * a(n) -= * 6b, 


这 可 由 公设 (5,; 2) 通 过 * 一 一 映射 宜 接 看 出 ,以 上 二 式 所 描述 的 
是 关于 标准 函数 以 标准 数 为 标准 极限 的 情况 ， 
以 下 讨论 以 无 穷 为 极限 的 情况 . 设 xEft(N,R)， 在 几 有 有 
以 下 定义 
t¢11,9) limx (n) = { -oo 
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<—>(VS)Cs EN—> {IrtENA 
|x (Cn) | 
(VMnENAtT n> 3 < {0 ]]3]。 
1 —%(n) 
出 公设 (5,2)， 把 上 式 转 到 * 和 ， 设 xE*ftC* wyR)， 在 
* 导 有 以 下 定义 
# OO 
C11, 10) * jimx (nh) = | 二 oo 
We i 
<——>{vs)CsE *N—>(t) 
CE # NACYVHDmE #* NAf<H > 3 心 


|x tn) | 
| >] 。 
— x(n) 
古典 ,车 xE€1te(Ns, RR,)， 同 样本 以 定义 
DO2 
<11, 11) ws A | 和 
~ cos 


<—>(vs)[Cs EN,—>(37f) 
[ftENAC(VDmENAtTn— > ss 


lx Cn)] 
{< J2]。 


— xX(ny 
由 (11,4)。{11, 10) 和 (11,11) 得 


和 OO 
(11, 12) XCeftltsN, * RF)—>C* limx (rn) = | 二 站 Ca 


一 单口 G 
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Cos, 


<—> ,limx (n) = | 二 co Je 
Bo y 


-co 
由 此 可 得 在 寻 : 成 立 


所 oD 


《1]11,13) XE ft NN, RA 人 # tm = {+ ”Oo 
一 年 GO 


<—> 人 XE s PAXEftNs, RR)A 


COy 


Jimy(n) 二 { 守 oO, . 


he 
— 00g 


和 根据 以 上 定义 ， 设 x, y,zEftCN,R) 和 p,gER， 则 在 标 
准 分 析 杂 中 成 立 以 下 公式 


Cl11,14) 1. limx(n)=p 
A limy(w =g/M\X(n) = y (有 一 一 > 方 =93 
26 limx (n) =p 
Alimy(n) =gN\x (my pq, 
3。 limx {1) = limz (Rn) =p 
A 人 Xn) SE y(n) <2(mD—> limy (Wm =p 
4。 limx {n) =p 


ANlimy (mm) =g 
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7。 


10, 


$6 


lim(x(n) ty{n))= pitgqs 


i 


lim(x (tn) y (1)) = pa, 


lim 
re yn) gq 
limx(n)=p 


dd 


Nlimy(n) = coN\y (m0 


一 > im 0 
“~° ym 
limx (n) =p 


秆 一 = 


Alimytm) :=0A 人 by(9) 天 站 


limx (n)} = co 


Ro 


Alimy(n) = pA 人 y(DAFAO 


limx (n) = 力 


Alimy(n) = 人 人 pA0 


—>lim(xX (hn) y(n)) = coop 


一 2 


1imx (1) = < 


-00 


Alimy(m = p—>1lim(x(n) + y(n)) = 00, 


limx(n) = + 


-00 


-= 全 ， 著 gq 关 0，y (0) 元 0， 


人 jimyw (pn) = + oo 

—>lim(x(n) + y(n)) = +0, 
* MM， 设 x,y,zE *ftC* N,* RA 和 p,9E ER, 在 *M 成 立 
以 下 十 个 公式 
11, 15) 1» bd limx (nH)=p 

八 * Jim y(n) =QAY(B) = ym —> pw ds 


2， * limx{n)= pA * limy(n) = 人 


X(N) ypq, 
3。 * limx(n)= * limz(n) = pA 八 


痢 一 识 


XM EVN Es)——> limy(n) = p, 
4。 *limx{n) = pA *limy(n) =g 
< lim(x(n) 土 y (8)) 一 让 土 9y 
| + lim (x (m) y (1)) = pga, 


l 机 的 = 六， 车 & 尖 0 YYDD 关 09 


5。、 *]Jimx(n) = pA * limy(n)= + 0h 


4 (82) 大 站 一 一 > * ]im 2 


= 
"= y(n) 


6 limxtn)= pA limy() =0Ap yO 


1; x {nn) 
一 > * lm -一 一 一 CD》 
"~ 4(B9) 


7。 *limx(a) = * co 人 人 *iimyfn) = 直人 3y(0) 信 0 
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10， 


x 
一 > lim 一 = 米 COO, 


Yn) 
人 limx (n) 一 旋 八 * lim y(n) =*cooA 八 p 关 0 
加 lim (x (n) y(n)) = * C0, 
中 limx 0) = coco 人，* limy 《9 = p—> 
. lim xm) 主 y(H) = Coy 
人 limx(n) = =+ *ooA* lmy(H) = + *o0 


Nn 


Ss lim (x(m) + y(n)) = + co。 


关于 序列 极限 的 这 些 性 质 ， 为 了 使 人 感到 心里 踏实 ， 我 们 
还 是 不 大 其 烦 的 写 出 来 。 因 为 在 分 析 理 论 中 ， 极 限 是 基础 .有 
趣 的 是 ， 关 于 序 烈 极限 的 这 些 基本 性 质 ， 在 陪 , 仍 然 是 成 立 的 ， 
今 详细 写 出 如 下 , 设 x, yz Efts( 入 2, 怀 )) 和 p,qg EER， 在 村 ;成 


立 以 下 十 条 公式 
(ll,16) 1, 
2。 
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3。 


Mlimx(n) = pAM ,limy nn) =2 人 


Hs Lat 
X(N) = y(n)——> p= 9g, 
Mlimx(n) = pA Mlimy(n)=9 


月 一 ? 和 
人 X(N y(n)——> pq, 
Mlimxn) = M,limz(n)=p 


NX EV ED—>NM,limy (rn) = p, 
PH- mm? 
Mlimx (rn) = pAM,limy)n)=9 


hh- m Ln 


Nolim (xn) + y(n)) = pig, 


er™ os 


Mlim% (nm), yn) = pag, 


Bm 
[8 让 
es yn) g 罗 若 Z 天 0， y(n) 天 小 


5， ay ,limx (1) > pA Mlimy (nn) os 


NN Lb 
AytW) 0 一 :1im 一 -一 bid = 0» 
ns YC) 
6. Mlimx(n) = pA Mimy(n) = 有 
[i nm 
x(n) 
Ap'y 0» Ms lim = 2203 


| yn 7) 
7。 Wr = cos 人 4f :limyfn) =p 
No 


LW 


Xn) 


Ay(n)#0—>M, lim = Co,» 
n=~ms Yn 
8。 Mlimx(n) = PAM, ER = oo. 


nro, 


人 筷子 人 = cay 


/i 


9。 Nolimx tn) = oAM,limy(m) =p 


和 > 学 呈 人 人 os 


-一 > 4 ,Tim (x (1) + y (HW)) = coly 


nm 


10. Molimx(m) = + NM,limyt(t) = 十 ccs 


WM or 2 Li 


——> Af ,lim (Xn) + ym)) = 十 oo 


虽然 在 好 :中 极限 运算 的 基本 公式 (11, 16) 与 码 的 公式 (11， 
T4) 没有 什么 差别 ， 但 在 整个 Ms。 上 并 建立 不 了 微 积 分 理论 ， 由 
为 在 * 六 二 守备 性 公理 不 成 立 . 请 注意 ， 上 述 二 条 极 限 性 质 只 
府 及 O 型 变量 之 间 的 关系 ， 所 以 4 和 4 邓 :之 间 没 有 了 明显 的 差别 ， 
从 巡 辑 上 看 ， 它 们 都 是 用 了 相同 的 一 阶 届 辑 。 

公式 (11, 16) 的 十 条 性 质 是 禹 要 独立 地 加 以 证 明 , 证 明 的 方 
法 与 标准 分 析 完 全 一 样 ， 读 者 可 参考 非 赫 金 哥 尔 兹 [1)， 

以 下 举 一 个 例题 。 

【 例 】 在 了 用; 中 的 常量 a Eft, CN,, R2), 具体 定义 为 
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二 ni,, 
(11, 17) GQ{#) = | 1 


不 难看 出 = 
(11, 18) Mlima(tn) = 0. 


[1 ste 


由 此 可 以 爱 出 ， 骨 ,有 自己 独立 的 极限 运算 ， 它 的 作用 对 
你 不 只 是 * ftC# 和 * 下 ) ,本 例 中 的 a 不 属于 *ftC* YY， 代 )， 
| f11,6) 表 示 了 内 的 和 外 的 极限 的 关系 ， 只 有 当 其 作用 对 象 

为 内 阔 数 时 ， 即 YE *ft(* ww，,*R)， 二 老 才 相同 . 而 内 极限 
* lim) 只 能 作用 在 内 函数 上 .但 从 形式 上 看 ， 内 极 限 的 十 条 
性 质 (11,15) 与 外 极限 的 十 条 性 质 (11, 16) 是 相同 的 ， 


§12 两 相 微 积分 中 基本 概念 的 比较 


通过 前 几 节 的 讨论 ， 我 们 知道 Ms, 中 有 些 概念 与 + 
是 相 辐 的 ， 如 8 7 所 讨论 的 绝对 值 的 概念 ， 8 9 所 讨论 的 区 间 的 
概念 辐 夺 .有些 概 念 与 + M 是 不 同 的 ， 如 (9, 12) 所 表 示 的 函 
数 概念 ，* 计 的 与 村 ;的 就 不 等 价 ， 集 合 的 概念 也 是 这样， 
:村 :有些 概念 与 * MM 虽 有 不 同 ， 但 有 些 重 要 性 质 却 一 样 , 如 上 
节 所 讨论 的 极限 概念 . 极 展 是 微 积分 中 一 个 重要 运算 ， 员 ,中 的 
极限 运算 作用 在 凡 : 的 函数 上 ，* {中 的 极限 运算 作 用 在 * 4 
将 冰 数 上 ， 这 一 点 是 不 同 的 ， 但 极限 运算 的 性 质 , 如 (11,15) 与 
(11,16) 又 是 相同 的 .因此 ， 我 们 必须 对 微 积分 学 中 的 重要 概念 
汲 一 加 以 研究 ， 将 * 当中 的 概念 与 村 ,的 同类 概念 加 以 比较 ， 
搞 清 他 们 的 异同 ， 才 能 使 思维 更 加 准确 ， 概 念 更 加 清晰 ， 

另 一 方 曾 ， 公 设 55, 2) 比 较 抽 象 ， 本 节 通 过 很 多 具体 概念 
的 讨论 ， 将 到 中 的 常见 对 象 ， 通 过 公设 (5,2) 转 移 到 。 邓 中 去 ， 
并 对 它 的 具体 会 义 加 以 说明. 这样， 公设 (5,2) 就 具体 化 了 。 
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为 了 避免 引入 更 多 的 符号 :我们 采用 以 下 的 办 法 进行 半 形 
化 的 处 理 . 阁 S$ 是 车 的 一 个 语句 ， 以 * [59 表示 由 公设 (5;2) 对 
应 的 在 * 覆 中 的 语句 ， 以 半 ,551 表 示 在 衣 , 中 按 同 样 的 逻辑 关 
系 所 组 成 的 语 馈 。 
以 下 进行 具体 的 讨论 .我 们 将 不 大 其 烦 地 一 个 概 念 接 一 个 
地 讨论 。 
1. 上 界 车 p 是 非 空 实数 集 ，imER， 在 计 有 以 下 定义 
C12.1) mm 是 集合 p 的 上 界 < 一 > (VX)[p(X) 一 > Xx 坊 1m]， 
在 这 里 ，p (wx) 与 x Ep 的 含义 相同 .通过 公设 (5,2)， 将 (12.1) 
转 到 * 好 ， 若 0 是 * 环 的 非 空 子 集 ， 如 E * 天， 我 们 有 
《12, 2) * “9 是 集合 尹 的 上 界 ] 人 > (VX)Cp(X) 一 > 
bE 
在 几 ; 中 ， 我 们 同样 可 议 引 进 上 述 定义 .车 p 是 R, 的 非 空子 集 ， 
1m 全 玉 :， 我 们 有 定义 
(12, 3) 计 ,Cm 是 集合 bp 的 上 界 ]<-> (VX)[Cp (Xx) 一 -> 
XL, : 
注意 到 * 慷 = 忆 ,， 利 用 (6,1)， 在 衣 , 我 们 有 以 下 公式 
C12, 4) * [mx 是 集合 Pp 的 上 界 ]<>p 幻 * 了 A 人 Ms[m 是 集合 
的 上 界 )， 
类 似 地 ， 我 们 可 以 定义 Cm 是 集合 bp 的 下 界 ]，* [m 是 集合 
的 下 界 2 和 和 他 [mx 是 集合 Pp 的 下 界 3， 而 且 在 识 ; 成 立 以 下 公式 
C12, 5) * “ft 是 集合 Pp 的 下 界 3< 一 pE * 了 八 人 ;Cm 是 集合 
力 的 下界]， 
2. 上 确 界 车 p 是 的 非 空 子 集 ，s ER， 在 以 有 以 下 定义 
(12,6) 5= SUP(P) <—>[s 是 集合 了 的 上 界 J] 八 (Yx) [x 是 
集合 加 的 上 界 一 >s 硅 xj， 
众所周知 ，“suP” 是 表示 “上 确 界 ”的 意思 .由 公设 (5,2)， 
通过 * 映射 ， 把 (12,6) 转 换 到 * 相 ， 我 们 有 以 下 定义 ， 


el 


若 户 是 * 如 的 非 空子 集 (内 的 ) ，s E * 卫 ， 于 是 成 立 
(12,7) s= * Sup(p)<-> * [s 是 集合 p 的 上 界 J 八 (Vx) 
C* Cx 是 集合 bp 的 上 界 ) 一 >s 志 X]。 
在 :中 车 是 RR; 的 非 空子 集 ，s ER,， 我 们 可 以 引入 定义 
(12, 8) s = sups(p) <—> MLs 是 集合 p 的 上 异 J 八 (vx) 
CM2[x 起 集合 p 的 上 界 ] 一 >s 去 %]，。 
利用 (6,1)， 在 好 :我 们 有 公式 
《12,9) §S=*SUp(p)<—>pE * TAs= sup(p). 
类 似 上 邮 ， 我 们 可 在 村 ，* 好 和 好: 中 分 别 定义 下 确 界 ， 符 
号 表示 为 《inf”， 这 样 ， 我 们 也 有 以 下 概念 : 5s = in{(p)2， 
Cs = *inf(b) 和 fs = inafs( 力 )] ,而 且 在 好 :成 立 以 下 公式 
(12,10) S= »inf{tp)<—>pE *f As=inf,(p), 
3. 有 界 集 ”车 p 是 非 空 实数 集 ， 在 村 有 以 下 定义 
(12.11) ”集合 有 上 界 < >( 习 25057m 是 集合 p 的 上 界 ]。 
由 公设 (5.2) ， 通 过 * 一 一 映射 ， 将 上 式 转 到 * M， 若 0 是 *。 尺 
的 非 空子 集 ， 我 们 有 
(12, 12) * [集合 p 有 上 界 ]< 一 >(m) * Cm 是 集合 jp 的 上 
界 ]。 
在 村 ,， 车 p 是 六 的 非 空子 集 。 可 直接 定义 
《12,13) ”用 集合 p 有 上 界 2< 一 > ( 习 zm) Ms[m 是 集合 bp 的 上 


界 ]。 

又 利用 (6,1) 可 得 

(12, 14) *【[〔 集 合 D 有 上 界 J< 全 bcE* 人 MT[ 集 合 训 有 上 
界 ]。 


类 似 地 ， 我 们 可 在 好 ,*， 叶 和 省 ,分 别 定义 [集合 p 有 下 界 3， 
* [党 合 p 有 有 下界] 入 ,[ 集 合 p 有 下 界 ]。 
而 且 在 谣 ; 成 立 
(12, 15) *[ 和 集合 有 下 界 ]<->pE * 了 A 人 MC 集 含 p 有 下 
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界 j。 

4. 有 确 界 的 集合 ”车 pb 是 非 空 实数 集 ， 在 可 以 定义 
(12,16) 集合 bp 有 上 确 界 <—> (35) Cs= sup(p)j。 

由 公设 (5,2)。 将 上 式 转 到 * M， 若 如 是 * 怀 的 非 空 子 集 ， 我 们 

有 以 下 定义 

(12,17) * [集合 p 有 上 确 界 ]< 一 > (3s)[s= * sup (p))。 

在 析 ,。 若 bp 是 R 的 非 空子 集 ， 我 们 可 以 直接 定义 

(12,]8) af:[ 集 合 b 有 上 确 界 1< 一 > ( 习 s)fCs= sups(p)y。 

又 利用 (6,1) 可 得 

(12,19) * [集合 p 有 上 确 界 ]<->pE * 了 I 人 A 作 MY,[ 集 合 p 有 上 
确 界 ]。 

类 位 地 ， 我 们 可 以 在 好 ，* 用 和 计 ; 分 别 定义 [集合 p 有 下 
确 界 ]，* [集合 p 有 下 确 界 J 和 村 ;[ 集 合 p 有 下 确 界 ] ， 而 且 在 
M: 成 立 以 下 公式 
(12, 20) [集合 pb 有 下 确 界 3]< 一 >pES * 了 A 作 M.[ 集 合 p 有 下 确 

界 ]。 

5. 集 合 的 极 大 和 极 小 ” 若 加 是 尺 的 非 空子 集 ， 科 E 尽 ， 在 对 
有 以 下 定义 
(12,21) ” 放 是 集合 p 的 极 太 <>m= sup (p) 人 mEp。 
由 公设 (5,2)。 将 上 式 转 到 * 六 ， 若 p 是 * 的 非 空子 集 ， mE 
* 玫 ， 我 们 有 以 下 定义 
(12, 22) * [m 是 集合 p 的 极 大 2< 一 >m= * sup(p) 人 mEp。 
在 朋 , 若 p 是 也, 的 非 空子 集 ，m RR,， 我 们 可 以 直接 定义 
(12,23) 时 .Cm 是 集合 bp 的 极 大 < 一 > = supz (pbp) 八 mp， 
由 (6,1) 可 得 ， 在 对 :成 立 以 下 等 价 关 系 
《12,24) + Cm 是 集合 p 的 极 大 ]<->pE* 了 人 M,Cm 是 集合 

的 极 大 2。 
类 似 地 ， 在 M，* MM 和 寻 , 可 分 别 定义 Cm 是 集合 p 的 极 小 ]， 


63 


* [mm 是 集合 训 的 极 小 ] 和 对 :5m 基 集合 加 的 极 小 ]， 而 且 在 村 ,成 
立 
(12, 25) *[m 是 集合 bp 的 极 小 ]<>pE * 了 了 八 M,cm 是 集合 
力 的 极 小 ] 。 
6. 在 好 成 立 完备 性 公理 ” 按 上 面 已 经 引进 的 概念 ， 它 可 以 
表 为 以 于 命题 
(12, 26) 集合 p 有 上 界 一 > 集合 p 有 上 确 界 ， 
由 公设 (5,2) ,将 上 式 转 到 ， A 村 ， 我 们 有 以 下 命题 
(12, 27) * [集合 bp 有 上 界 1 一 -> * [集合 bp 有 上 确 界 ]。 
在 好 :完备 性 公理 不 成 立 ， 例 如 集合 w ,满足 以 下 性 质 
(12,28) MM,[ 集 合 N, 有 上 界 ] 八 人 Ms,[ 和 集合 Ni1 没 有 上 确 界 ]。 
或 者 ， 更 明确 地 说 ， 在 对 :成 立 以 证 语句 
(12, 29) TICYP) CM;[ 集 合 p 有 上 界 ] 一 ->M,[ 集 合 p 有 上 确 
界 ]。 
关于 下 界 和 下 确 界 也 可 类 似 地 讨论 ， 这 里 就 不 细 说 了 。 
7,. 关 于 函数 的 界 ” 设 9g 是非 空 实数 集 ，p Eftlg,R)，m€ 
RR， 在 要 有 以 下 定义 
(12,30) 有功 是 函数 5 在 g 的 上 界 < 一 > (YX) [x Eq 一 > 力 (X)》 < 
1 ， 
由 公设 (5,2)， 将 上 式 转 到 * MM， 若 g 是 * 的 非 空子 集 ，p E 
sftrey * RY), mE * RR, 在 * 夺 有 议 下 定义 
(12, 31) * [m 是 函数 p 在 9g 的 上 界 ]< 一 > (Vx)[xXE d 一 一 > 力 
(xX) 委培]。 
在 村 ,， 设 gq 是 六, 的 非 空子 集 ，p Efts,(q, RR)，m ER,， 我 们 可 
以 直接 定义 
(12,32) 及 ,Cm 是 隙 数 p 在 g 的 上 界 ]<-> (Vx) [x Eq—>p 
(xX) En e 


和 用 (6, 了 可 得 
4 


(12,33) * [mw 是 函数 p 在 9 的 上 上 界 ]< 一 >pE* 了 AaqE * TA 
M,Cm 是 函数 p 在 9 的 上 界 ]。 

类 位 地 可 以 站 了 ，* M 和 并, 分 别 定义 [m 是 函数 p 在 4 的 下 
界 1，* 5Cm 是 函数 p 在 9 的 下 界 ] 和 Ms 是 函数 训 在 9 的 下 界 ， 
市 且 成 立 | 
(12,34) * [Cm 是 孙 数 p 在 9 的 下 界 ]<—>pE *TAgqE * 了 人 

MH,[Cm 是 函数 p 在 4 的 下 界 ]。 

8. 关 于 函数 的 确 界 ” 设 9 是 RR 的 非 空子 集 ， itt 
ER， 关 于 函数 的 上 确 界 ， 在 半 有 以 下 定义 
(12,35) 5= sup (p(X))<>s 是 陪 数 p 在 9 的 上 界 八 (VX) 人 Cx 


是 函数 pb 在 9 的 上 界 一 一 sx2。 
由 公设 (5,2)， 将 上 式 转 到 * 放 ， 设 g 是 * 下 的 非 空 子 集 ，p Es* 
fttg,* 民 )，sE* 丸 我 们 有 了 以 下 定义 
{12, 36) 3= 站 sup (pl%)) <—> * [Ss 是 函数 p 在 8 的 上 界 3 入 
(xzx)[Cw 是 玫 数 b 在 9 的 上 界 3 一 >S<X]。 
在 37，， 若 9 是 ;的 非 空子 集 ， piEfts (lg, Rs), sER, » 我 
可 直接 定义 
(12,37) $= sups(pD(x))<> srs 是 函数 0 在 9 的 上 界 3 和 人 
(YX%)Cad5x 是 畏 数 训 在 9 的 上 界 ] 一 >3S 安 2%]。 
河 用 (6,T) 司 得 
.12,38) S= * Sup (Px) > pE# TAgE*f 
人 5s= sup, (p(X)), 
| 关于 函数 的 下 确 异 ， 在 半 ，* 和 好: 可 凡 类 似 的 定义 s = : 
inf (p(X)), SsS= # inf (p(x)) 和 s = sups (p(X)) 
而 生成 立 
{12,39) s= *inf (px) >pE*#*TAqE* PTAs = sups 
. 


(p(x)), 
进一步 ， 在 识 本 以 定义 
(12,40) ”六 数 p 在 9 有 上 界 <-> (tm) [Cm 是 丽 数 pb 在 g 的 上 
“办 3. 
由 公设 (5,2) ， 将 上 式 转 到 * 前 ， 我 们 有 定义 
(12, 41) *[ 滑 数 p 在 9 有 上 界 2< 一 > ( 习 1w)* [Cm 是 阴 数 在 g 
的 二 办 2， 
在 :可 直接 定义 
(12,42) Mf 还 数 p 在 9 有 上 界 ]< 一 > ( 习 m) Mcm 是 函数 p 在 


9 的 上 究 )。 

而 且 成 认 

(12, 43) * [ 疯 数 p 在 9g 有 上 界 ]<—>pC*PTAgE* 了 了 八 3， 
[前 数 p 在 9 有 上 界 ]， 


类 似 地 在 村 ，* M 和 M: 可 以 定义 : 【函数 交 在 gx 有 下 界 ] ， 
[ 遂 数 bp 在 9 有 上 确 界 ]，[ 清 数 p 在 g 有 下 确 界 ]* [函数 Pp 在 9 有 下 
界 ]，*[ 阔 数 p 在 8 有 .上 确 界 J]，* [函数 Dp 在 9 有 下 确 界 ] ， MM 
[ 讽 数 Pp 在 9 有 下 界 ]， 以 2:[ 前 数 p 在 9 有 .上 确 界 J] 和 Ms[ 冰 数 p 在 4 


有 下 坊 界 ]. 而 且 成 立 
(12,44) *[ 立 数 p 在 g 有 下 界 7< 一 >pE * 卫 AgE x 了 人 Mf， 
[了 丽 数 在 有 下 界 ]. 


(12,45) * 工 了 洱 数 p 在 9 有 上 确 界 J]<>pE * 作 g CE *# 六 八 
Ns[ 遂 数 p 在 9 有 上 确 界 ]。 

(12, 46) *【[ 遂 数 p 在 9 有 证 确 界 ] <-—>pE* 了 人 gE * 了 A 八 
村 江 函 数 p 在 9g 有 下 确 界 ]， 

9 .关于 函数 的 极 值 ” 通 数 的 最 大 值 ， 存 可 可 如 下 定义 

(Los) 7 二 max (p(x)) < 一 >1 = suP Cp (%)) 八 {35x%) [xE 

a 人 m= p(X)2, 
66 


由 公设 (5,2)， 转 到 ， 好 则 有 定义 
(12, 48) m= * max(p(l(x)) <—>m= « sup (p(x)) 
Xe4 女生 

A(IXLX EqgAm= p(x)], 

在 村 ,可 直接 定义 

(12, 49) m= maxe(p(X)) <—>m = sup, (plx)) 

we ped 

A(IXICXEqANm= (PpIX), 


出 (6,1) 可 以 得 到 以 下 关系 
(12,50) m= * max(p(x)) <—>pE#rD NAgE#l A 


m= max2( p(X)), 


关于 浮 数 的 最 小 值 ， 在 村 ，* 由 和 衣 , 可 类 侯 地 定义 m= 
min(p(x)), m= #* min(tp(x)) m= mins( p(x)), 
wee . i¢" 1 
而 且 上 成 立 关 系 
{12,51) m= #min(ptx)}<—>pE fAqgE*t ANm= 


mins (p(X)). 
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” 10. 作 所 问 知 ， 人 在 好 有 以 下 定理 
(12,52) 函数 pb 在 G 有 上 界 一 > 函数 避 在 有 上 上 确 异 。 
由 公设 (5,3)， 可 知 在 * 对 有 以 下 定理 
(12,53) * { 肖 数 p 在 gq 有 上 和 界 1 一 9 *( 汲 数 p 在 g 有 .上 确 界 3 
但 是 在 几 ; 中 上 述 定 理 并 不 成 立 ， 例 如 
x，X 是 有 限 数 ， 
0，xY 是 无 限 大 . 
任 如 一 个 下 无限 大 的 数 都 是 (x) 的 上 界 ， 但 fx) 没有 上 确 界 、 
关于 下 界 和 下 确 界 ， 情 况 也 是 类 似 的 。 
11. 尖 于 单调 函数 ”车 p, 是 刀 的 子 集 , 在 由 有 以 下 定义 
(12,55) p 是 pp 到 怀 的 升 画 数 二 ->p EIt(pi,R)A(Y SS) (YD 
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(12,54) f(x)= { 


CsEpAttE nAst— > ps) Lp) 

由 公设 (5,2) 。 将 上 式 转 到 * 4f ， 有 以 下 定义 

(12,56) 。 * [2 是 入 到 * 开 的 天 丽 数 ] 二 PE 后 了) 
人 )YsYN[sEDANECD Ns <i> p(s)< 
p(y, | 

车 冲 是 尺 的 子 集 ， 在 M: 可 以 直接 定义 

(12,57) Mp 是 pp 到 R, 的 天 了 数 . < 一 >pEfts(pi, RR2) 八 

Wo VDLs EPALED ANS TS> 


pls) < p07, 

利用 (6,1? 可 得 

(12,58) * Cp 是 思 到 x* 也 的 升 沁 数 二 >pE *『P 了 Ap, Er 了 AN 
到 :rp 是 六 到 已 :的 逢 本数] 。 


类 位 地 ， 在 寻 ，* 轩 和 六 ,可 以 定义 Cp 是 p11 到 R 的 降 函数 1， 

+ [Pp 是 加 到 * 的 降 阔 数 ] 和 肛 ;[p 是 pi 到 上 ,的 降 史 数 ?， 而 县 

(12, 59) *CP 是 到 * 并 的 降 国 数 ]< > 访 和 “了 人 太 Es 7 八 
名;[p 是 pi 到 的 隆 函 数 ]。 

(12,00) pp 是 所 到 RR 的 非 降 阴 数 < 一 >pEft(psR) 八 (ws) 
(WDLSEPAtIEDANST<I——> p(s) Ep i. 

由 公设 (5,2)， 将 上 式 转 到 * 村 ， 有 以 下 定义 

(12,61) * Lp 是 Pp 到 * RR 的 非 降 鸭 数 3<>pE* ftCp,*R) 
NC(VSO(VAUSEDANtIEP 人 <<t 一 一 
力 (S) EP, 

在 半 ,， 若 p, 是 全, 的 子 集 ， 可 直接 定义 | 

(12,62) AM,-p 是 pi 到 R, 的 非 降 函 数 3< 一 >pEft,(pi, Ri) 八 
(VS (VDNDLSCPAtEPDAS TI——> 
P(EDP LT, 


08 


利用 (6,1) 证 得 
(12,63) *“ 户 是 思 到， 了 的 非 降 函 数 ]<>pE*T 了 Ap Cs. 
了 A 八 21s[p 是 pp 到 Rs 的 非 降 函数 2， 
类 似 地 ， 在 戏 ，* M 和 对 :可 定义 [pb 是 加 到 尺 的 非 升 函数] 
。 [Pp 是 1 到 * 天 的 非 升 函数 ] 季 :CCb 是 妨 到 民 : 的 非 升 函数 ] ,而 
且 成 立 
(12,64) * [是 到 * RR 的 非 升 丽 数 )<>pE * 了 TN 人 pl Es 
了 TP 八 和 MCLp 是 思 到 RR 的 非 升 孙 数 7。 
12. 在 对 成 立 以 下 定理 
(12,65) x 是 入 到 尼 的 非 降 函数 八 函 数 x 在 NN 有 上 界 一 > 


limx (n) = sup {x Cn) )。 


由 公设 (5,2)， 将 上 式 转 到 * M， 有 以 下 定理 
(12,66) * [Xx 是 * 入 到 * 的 非 降 函 数 ) 八 * [了 鸠 数 x 在 * 入 


有 上 深 ] 一 > x* limx (nD) 二 * sup (x(n)), 


此 处， 在 计 成 立 以 下 定理 

(12,67) “是 尽 到 员 的 非 降 函数 人 函数 x 在 六 没有 上 界 一 > 
limx (n) = 二 co。 

由 公设 (5,2)， 将 上 式 转 到 * 好 ， 有 了 以 下 定理 

(12,68) * [x 是 * VW 到 * 卫 的 非 隆 函数 3 八 *[ 冰 数 x 在 * 习 
没有 上 界 2 一 > * lim% (n) + #*oo。 

根据 和 定义， 在 好 ,可 直接 证 明 以 下 定理 

(12,69) 了 :5 是 N 到 司 的 非 降 函 数 ] 人 4 函数 x 在 。 没 
有 上 界 : 一 > 
Nlimx (n) = 二 ccy。 


nN” 


请 注意 ，M, 的 定理 (12,64) 与 * 村 的 定理 (12,68) 是 很 相似 的 。 
现在 问 ， 型 ,中 是 否 有 个 定理 与 * MM 的 (12,66) 相 似 呢 ? 这 
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个 问题 比较 复杂 一 些 ， 放 在 本 节 的 最 后 讨论 。 

为 此 ， 我 们 先 引 进 如 下 的 定义 。 

以 2'” 记 全 体 。NN 的 子 集 所 组 威 的 集合 ， 称 之 为 * 和 N 的 短 
集 。 令 4 是 和 N 到 2"* 的 函数 ， 艺 

AEftsAN, 2°%), 

又 设 对 每 个 EN, 由 .4 所 给 出 的 4,E2** 是 非 空 的 。 以 的 子 集 。 
称 A 是 * NN 的 前 NN 分 解 ， 如 果 它 满足 以 下 两 条 性 质 ， 

1 .对 任意 的 ?JE 县 i< 7 和 任意 oE 4; 和 a,€ 4 成 立 a， 
< 

2. 如 果 令 B= | 4, 和 玉 = ，N\B， 那 么 对 任意 的 5E 8B 和 
f EF 成 六 b<<f， 

我 们 称 8 为 * 入 的 可 前 NN 分 解 的 子 集 , 称 4 是 8 的 入 分 解 ,车 

A 是 * NN 的 前 和 N 分 解 , 且 B= * N, 则 称 4 是 * NW 的 NN 分 解 、 

可 以 证 明 ， 存 在 一 个 4， 它 是 * 入 的 N 分 解 。 我 们 先 承 认 
这 个 结论 。 这 时 自然 有 * N= |] 4.… 

作 上 述 前 提 之 下 ， 我 们 构造 一 个 函数 P&E fii(* NN，N)， 
它 的 具体 定义 如 下 ， 对 每 个 i NN 
i12,70) (= WMHE ,1,., 

不 难看 出 ，w 具 有 以 下 四 条 人 性质 ; 

1. 人 MsiV 是 入 ,到 尺 ,的 非 降 函数 ;. 

2.Mi[ 函 数 p 在 N, 有 上 界 J]， 这 是 因为 9 的 取 值 是 有 痕 数 ， 
因此 每 个 正 无 限 大 都 是 它 的 上 界 ， 

3'supe(9 (9)) 不 存在 ,这 是 因为 9 的 取 全 是 束 个 N (BN,) 
它 在 入 ;中 是 没有 上 确 界 的 . 

4.R, 的 任意 (有限 或 无 限 大 的 ) 数 x 都 不 能 使 得 


MlimE(n) =% 


/aie 
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束 立 。 
总 结 以 上 四 点 ， 可 以 推 得 ， 在 村 ,中 ， 下 述 定 理 ， 
(12,71) 好 :[x 是 Was 到 已 的 非 降 函 数 ] 人 邓 :[ 范 数 x 在 入 ,有 
上 界 ] 一 一 > M, slimx Cn) = wig 


是 不 成 立 的 。 

我 们 现在 征明， 存在 一 个 ，* 六 的 六 分 解 。 为 此 ， 我 们 要 用 
到 措 恩 (Zorn) 引 理 ， 它 的 一 种 陈述 如 下 ， 

措 恩 引 理 ， 令 是非 空 的 偏 序 集 ， 而 且 P 的 每 个 直线 序 子 
集 在 PP 中 有 上 界 。 那 么 对 于 每 个 xE PP， 存 在 极 大 元 yE 了 满足 x 
Yo 

注意 ， 此 处 “” 民 表 P 中 的 序 。 关 于 措 恩 引 理 的 陈述 和 
使 用 可 和 参考 [503 和 544. 

我 们 用 反 证 法 证 明 上 述 结论 。 设 不 存在 * 入 的 玉 分 解 。 令 绝 
= {B18 为 * 入 的 可 前 入 分 解 的 子 集 }。 显 然 ， 乡 是 非 空 的 ， 因 
为 人 NE : 静 。 

下 面 对 儿 的 元 素 构造 偏 序 关 系 。 

如 果 C 是 六 到 乡 的 任意 的 一 个 函数 , 即 CE fis(N, 绑 )。 那 
么 对 每 个 EN， 存在 C;€ 绕 。 设 4 是 C ;的 人 入 分 解 , 那么 C ,= 
CA 其 体 写 出 为 
(012,72) Gi= ADUIAODU ASDUI A A 

C= ADUIAB A 


i oA‘: DL A” i 一 1 
LAD LU: 
C= ADUIAD MAID AD A I 
Carra A IAY DHL) A A 
LA 
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如 果 还 满足 以 下 关系 
(12,73 A HD EN 
人 1E NE2<i 


1 -44 3 
1€ENA2SEI 


| A = AD), i€E 六 且 p< 


EE 
J NEHn<ji 


我 们 就 规定 互 的 元 素 C， Cs， es Gt Cs Cr di 之 间 存 
从 直 线 序 关系 
(12,74) CC<C <CA<C <: 
这 样 ，, 窟 成 为 一 个 仿 序 集 。 
出 反 证 法 所 作 的 假设 不 难看 出 ， 对 任意 的 BE 细 ， 都 在 
在 一 个 CEfts(N, 乡 ) 使 得 按 上 述 意 义 成 立 直 线 序 关系 
Cr 人 <… 而 且 使 得 C= 
现在 我 们 还 明和 任意 这 样 的 直线 序 关系 在 少 中 有 上 界 。 和 
际 上 ， 到 C; 的 表示 式 (12，72》 的 对 角 线 上 的 集合 的 并 和 集 为 
召 ， 即 


a 


典 3E 汶 , 间 按 上 述 含 序 关 系 ， 对 每 个 C。， 成立 
C.<B. 
或 者 ， 更 确切 地 说 ， 存 在 一 个 新 的 直线 序 关 系 
CKCK KOC Ci kr 
恰好 使 得 Cs ,1 = 8, 所 以 B 就 是 直线 序 关 系 (12，74) 的 一 个 
上 举 。. 
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根据 拭 恩 引 型 ，. 劣 中 看 在 极 大 元 。 设 已 ;是 这 样 的 一 个 级 大 
元 .那么 刀 是 * 六 的 可 前 六 分 解 的 子 集 .根据 反 证 法 的 假设 ， 有 ， 
NN, 即 * 入 五 是 非 空 的 .如 上 述 , 以 号 为 开始 的 元 素 ， 又 可 
构成 真 线 序 关系 
BB.< KB <BP,<Be< 
但 这 与 已, 的 极 大 性 质 相 着 盾 .因此 存在 一 个 * 入 的 和 VN 分 解 ， 
在 形 中 成 立波 尔 察 诺 一 外 尔 斯 怨 斯 (Bolzano- 一 weierst- 
rass) 定理 如 下 
《12,75) Xx, 十 有 界 的 不 守 常 的 实数 序列 一 从 x 中 可 抽出 不 
守 常 的 收 伍 子 序列 ， 
我 们 可 以 把 〈12，75) 形式 化 ， 册 公设 《5 。2) 转 到 * 林 中 
去 .但 在 杂 :中 此 定理 不 成 立 . 请 注意 (12，70) ， 其 中 的 mm) 
是 Ms: 中 有 界 的 不 守 常 的 实数 序列 ， 但 从 其 中 抽 不 出 不 守 常 的 
收敛 子 序列 。 
关于 波 尔 察 诺 一 外 尔 斯 轻 斯 定理 ， 请 参考 [ 1) ， 


§15 柯 西 序列 


柯 西 序列 是 数学 分 析 中 的 章 要 概念 ， 而 旦 被 推广 到 距离 空 
间 中 去 了 ， 
在 标准 分 析 好 中 ， 柯 西 序列 是 如 下 定义 的 
(13, 1) X 是 六 到 屎 的 柯 西 序列 < 一 >xEft(N ， 迟 ) 人 (Ye) 
fe> 0—>(IDNIIINA(Y Ss) Vs) Cs, ENA 
ssENAtSEaAtEs lx (5) -x{(s50) <e3]] 。 
由 公设 (5 ，2) ,将 上 式 转 到 * 有 有 以 下 定义 
《13，22 * [YX 是 * 六 到 * 只 的 柯 西 序 列 ] -yxE，*tft(s» 
No* RA(VELe> 0 369CtE NANACY5SD) 
(YS)LsE * NAsrE NAFSSAIES— > 
|X(s1) ~ x (8,) | ei, 
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在 这 :可 直接 定义 8 
(13, 3) Mtx 是 N, 到 RR 的 柯 西 序列] < 一 >x Eilts(N;, 
Ro)ACVeLe > 0 -+( HDLENA (YS) (YY ss) 
[siEN AsEmWw AISSsNISSa —> |x (81} 一 
2x(sz) |<e]]J。 
由 《6 ，1》 可 以 看 出 
《13，4) * [Xx 是 * 六 到 * 尼 的 柯 西 序列 J] < 一 >xE * 了 人 MM 


[x 是 NN 到 R, 的 梓 西 序列 ].。 
在 村 成 立 以 下 定理 
(13, 5) XEftty, RYAN (3 p) Llimx(n) = pe—>x 是 入 
到 只 的 柯 西 序列 。 


由 公设 《5 ，2) ， 将 上 式 转 到 * 4， 有 了 以 下 定理 
(13, 6) XE*w ItlCaN, * ER)ACIPL* limxn) = p) 


<->* [x 是 * NN 到 *R 的 柯 西 序列 ]， 
在 导 M, 中 情况 比较 复杂 . 车 4 是 * 入 的 NN 分 解 ， 则 成 立 
*JY= (L144;。 


现在 对 每 个 i EN, 任 取 8;& .Ai 则 定义 了 一 个 隙 数 p ft,tN， 

入 ,) 、 对 每 个 EN， 取 值 P; 入 ,, 我 们 证 明 ， 对 于 这 样 的 遂 

数 ， 成 立 以 下 定理 ， 

(13, 7) (VInEN~” (DOENACYDNLIENAIT 
jn 人 Sv), 

证 明 . 我 们 用 反 证 法 ,车 (13，7》 不 成 立 ， 则 成 立 以 下 语 

| 

(C13, 8) IMCnENA CVOUENACII ENATIS 
了 A 人 Di<r]]]。 

这 就 是 说 ，。。 和 中 存在 一 个 ae 入 [4 ， 这 与 4 是 。N 的 N 分 角 

相 杀 盾 ,. 因 此 (13，7》 得 证 。 
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与 13，7) 相等 价 ， 我 们 有 以 下 定理 
C13, 9) (VPC 一 ->( 习 站 ETENACY CIENAI 
< > 
现在 。 我 们 在 吝 ; 中 证 明 以 下 定理 ; 
《13, 10) 好 :YX 是 N: 到 有 的 柯 西 序列 ] <>x Cft,(N;, 
Ra) 人 存在 一 个 预备 数 
r= LL), pm, g (1)) 
和 彩 |-- 个 由 CN,， 只 鹿 nt 万 X%， 便 有 p(n) 志 x (nn) sg 
(17) 3， 
证 明 ， 充 分 性 (< 一 是 显然 的 ， 读 者 只 要 回忆 一 下 {7， 
38) 关于 预备 数 的 定义 就 可 以 了 ， 
以 下 从 证 明 必 要 性 〈《- 一 >) . 设 A 是 一 个 * NN 的 入 分 解 ， 


那么 
NN ,= * JV 二 LA 


对 任意 的 iEN， 取 mG 4 ， 又 令 a= 二 ,由 14: 中 柯 西 序列 的 定 


义 ， 对 此 s, 谤 0 ， 存 在 4E W。( 不 伤 一 般 性 ， 设 如 之 i ， 如 果 
< ia) 9 对 任意 s EN ,， 只 要 ti 所 s， 便 成 立 


(13,10 |xC) -x (Cs)| < 元 ， iCN, 
由 此 得 到 
(13, 12) X(t,) -< + 二 其 中 FEN 和 Hi<s。 
现 让 对 任意 i EN 和 fi 夺 s<<tivt， 定义 
| = MAX : Xx (fH) 一 de Xfi) 一 | 
| 1; 
(13,13) 


X (8s) = min ;xc 十 -3 “1, XE) + | 
1 
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那么 x“ (Cs) 是 W: 到 羽 , 的 非 降 图 数 ， x”(s) 是 和 NN; 到 ,的 韭 升 党 
数 ， 并 且 满 足 

(13,14) XX’ {Ss) <x(s) < xs) ， 当 站 xs。 
又 当 hss<rti+l 成 立 


(13,15) |x°(s) -xs 上 <7 


所 以 在 并 ;成 立 
(13,16) Mulim(%”(s) ~ x’(s)) = 0， 


CA 


进一步 不 难 证 明 ， 存 在 pln) 和 g (mn) ,p41) 是 入 ;到 Q; 的 升 函 数 ， 
gq (nm) 是 入 ,到 Q@; 的 降 通 数 ， 又 小 二 
(13,17) Mlimg(n) — p(n)=0, 


各 当 厂 过 s 时 成 立 
(13,18) pls) Ex (s) LAF) Lx” (s) Eqts). 
最 后 ， 在 好 :中 令 预 备 数 

r= | 1 (pln), 9(n), 


FE A3 


这 个 r 即 为 所 求 . 定 理 《L3，10)》 证 完 。 


814 开 集 和 闭 集 
车 pp 是 实数 集合 ，x 是 实数 ， 在 履 有 以 下 定义 

(14，1) ”x 是 bp 的 内 点 二 >(36O55>>0 八 (Vy) [x-6<y 
<XTi+O—>yEDP. 

由 公设 (5 ，2 ) ， 将 上 式 转 到 * 可， 若 p 是 * 导 的 于 集 ,，* EE 

* 及 R， 我 们 有 以 下 定义 

(14, 2) * [x 是 bp 的 内 点 3< 一 >( 习 [56> 0 八 (Yy) [x~ 
OyTXAto—>yE PD, 

在 寻 ,，， 车 bp 是 瑟 , 的 子 集 ，x GE 并。， 我 们 可 直接 定义 
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(14, 3) M5x 是 bp 的 内 点 ]< 一 >(36)[6>> 0 {Vy EX- 
yAX+H——>y Ep, 
利用 《6 ，1) 可 以 看 出 ， 在 好 :成 立 以 下 关系 
(14, 4) * [Xx 是 p 的 内 点 ] < 一 >pE* 了 TT 作 MLx 是 的 内 
点 ]。 
用 类 似 的 方法 ， 在 好 ，*， 好 和 ij: 分 别 定 义 Cx 是 p 的 边界 
点 ] ，* [X 是 六 的 边界 点 ] 和 4 好 :Kx 是 户 的 边界 点 J， 并 可 看 出 
成 立 以 下 关系 
(14, 5) * Cx 是 p 的 边界 点 ]< 一 >pE * 了 八 M;[x 是 记 的 边 
界 点 ]。 
若 0 是 实数 集合 ， 在 只 有 以 下 定义 
“(04,6) ”pp 是 开 集 <->CYx) [xEp 一 >x 是 p 的 内 点 ]. 
内 公设 《5 ，2》， 将 上 式 转 到 * 姥 ， 车 p 是 * 卫 的 子 集 、 我 
人 有 以 下 定义 
(14, 7) + [ 轧 是 开 集 ] < 一 > (YX)}[xEp 一 >x 是 的 内 
[Rs 
企 W，,， 若 p 是 总, 的 子 集 ， 可 直接 定义 
(14，8) Mo[p 是 开 集 】 < 一 > (YX)TIX ED 一 一 >JdCx 是 户 的 
内 点 ]]。 
利用 (6 ，1) 可 得 
C14, 9) *[p 是 开 集 ]<- 一 >pE * 了 人 M5p 是 开 集 ]。 
用 类 似 的 方法 ， 把 闲 集 看 成 是 开 集 的 余 集 ， 在 MM ，* 计 和 
A ,可 分 别 定义 [pp 是 闭 集 ] ，* [pp 是 闭 集 2 和 村 ;Cp 是 闭 集 , 而 
内 成 立 以 下 关系 
C14,10) *[p 是 闭 集 <>pE * 了 人 ,Cp 是 闭 集 ]. 
请 注意 ， 捷 是 单 连通 的 ,在 * 骨 中 * 了 也 是 单 连 通 的 .但 在 
MM, 中 ，; 是 多 连通 的 ,例如 ，R, 中 所 有 限 数 所 组 成 的 集合 脱 
是 开 集 又 是 闭 集 ， 玉 ;的 所 有 无 限 小 所 组 成 的 集合 既是 开 集 又 
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是 闭 集 ，R, 的 所 有 无 限 大 所 组 成 的 集合 既是 天 集 又 是 闭 集 ， 
等 等 ， 

在 村 中 ， 每 个 哥 西 序列 收 钱 到 有 R 的 一 个 点 ， 在 * M 中 每 个 
村西 序列 收 仑 到 * 了 的 一 个 点 ,但 在 好; 中 每 个 哥 西 序列 是 否 收 
敛 到 不 ;的 一 个 点 ， 作 者 尚 不 清楚 ,作者 所 知道 的 只 是 (13,10)， 
也 就 是 在 其 种 意义 上 收敛 色 于 ,的 一 个 预备 数 。 

闻 样 ， 在 好 中 ， 每 个 拷 集 都 含有 其 哥 西 序列 的 极限 点 ， 在 
* 叶 也 如 了 进 .但 在 好 中， 每 个 闭 集 是 否 含 有 其 哥 西 序列 的 极 跟 
点 ， 作 者 不 清楚 . 

但 在 间 中 ， 若 p 是 实数 集 ， 有 以 下 定理 

(14,11) 记 是 闭 集 二 -> (vx)CxEft(N,p) 人 


(Ig) Climx (1) = 90)—> [limx(n) EP. 


由 公设 (5 ，2 )， 将 上 式 转 到 *， 村， 若 p 是 * 的 子 集 ， 我 们 
有 了 以 下 定理 
(14,12) * [Pp 是 闭 集 ]< 一 > (Vx)5xErft(*N,p) 八 
(IJg C 和 limx (n) = 9 二 汪汪 lim X{1) Epp], 


很 巧 ， 在 订 : 基 六 是 如: 的 子 集 ， 我 们 有 以 下 和 定理 
(14,13) ,Lp 是 闭 集 ]<-->(vx)[xEftCN,, bp) 八 
(JVCM, lim x(n) = ——> MM, limx(n) Ep), 
No 及 > 和 二 


今 将 《14,13) 证 明 如 下 。 


首先 证 明 必 要 性 (一 >) . 庙 计 ,Cp 是 闭 集 ] ， 则 成立 M。 


[RA\p 是 开 集 ; . 今 任 取 一 点 x ER 汶 p ， 由 于 后 者 是 开 集 ， 
禾 存 在 S>0 ， 对 任意 的 yE (x 一 8，x + 86) 成 立 yERANAp， 即 
yEp. 

进一步 ， 设 x 是 ft,(N;，p) 的 任意 元 素 ， 那 么 对 任意 的 
HEN2， 成 立 xX(n) Epp, 又 设 存在 9€ER, 使 得 计 ， im xX(R) =q, 
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现在 证 明 ， gEpe. 
用 反 证 法 , 若 g$g p， 则 gE Rp， 则 存在 8>> 0 ， 使 得 对 任 
意 yE (8-6，g+6) 成 并 yp, 男 一 方面 ， 由 于 M1limx(n) 


=9， 那 么 对 此 > 0 存在 fi, EN，， 对 任何 #， 内 要 #6 之 n ， 成 立 
xX(n) E(g-6，9+ 人 ,因此 ，x(n) 人 区 力 。 从 而 导致 了 矛盾， 因此 1 
Ep. 必 要 性 证 完 . 

现在 证 明 充 分 性 《< 一 〉. 设 由 x Eft,(N;, p 和 存在 gE 
篇 得 诸 ,limx(n) =gqg， 可 以 推 得 9 Ep. 我 们 将 证 明 p 是 闭 集 ， 即 


Rb 是 开 集 。 

用 反 证 法 .如 果 有 Ab 不 是 开 集 ， 则 存在 GE RA\p, 即 a 2， 
朋 a 不 是 Ap 的 内 点 .那么 对 任何 6> 0 9 都 在 在 Ef, ， 使 得 
yEla-6, e+)ByE Rp, PyEp. 

现在 令 4 是 * 和 N 的 N 分 解 ， 即 *N = [| 4,. 对 每 个 1 EN, 取 


mi€ A;, 
首先 取 6, = m7 '， 则 存在 y1€R, 使 得 yi El4-61,， a+ 
6) Hy.ED. 
现在 对 每 个 hE NN ， 我 们 构造 如 下 的 命题 p,， 存 在 i ，i;， 
EN, =mi!, 6=mil, *", Os=1m7!, 
` 又 存在 y!/，ys，-…，y,S 使 得 
yiE (a~- 6S, a+61), ViFE 0— 6 a+6,), 
?ac (GE ~ 62, G+ 62), YE (a— 6s, G+0s)y 
Yi (G61 OT) Yeti (0— 6,s 
Cd+gGJy YaE (0G— 6 C+ 6,). 
那么 显然 威 立 .下 面 由 .推导 吕 ,;1。 
设 P, 成 并 ,由 *NV 的 昼 分 解 4 的 性 质 ， 推 得 存在 ww: 使 得 
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| >。-a| 1T ,, = Gel， 
即 成 立 y, 儿 (0 一 6441，G+6.r0D) ,对 此 56.y1， 由 于 a 不 是 RA\p 的 
内 点 ， 推 得 存在 ynw1E Pp 上 且 yor1& (a~6sr1，0+6,+1)。 于 是 我 
们 推 得 了 P,; 成立. 
因此 ， 由 对 :中 关于 命题 的 有 限 归 纲 法 (人 8，12) ,我 们 
知道 对 任何 EY，P; 为 真 . 
于 是 我 们 得 到 了 一 个 函数 yE ft,(N，p)，。 其 上 县 体 定义 为 
3 (0) 二 yi 1EN，y: 如 上 面 所 定义 。 
进一步 ， 我 们 构造 一 个 函数 YE ft, CN,，p)，。 其 具体 定 义 
为 
FD) = yi NE A;:，iE€ WW. 并 县 不 难 痢 出 M ,lim (nm) 
Bo 
=6, 因 此 又 推 得 aE p. 从 而 得 到 矛盾 .充分 性 证 完 ， 
定理 〈14，13》 证 完 。 
者 避 是 实数 集 ，x 是 实数 ， 在 M 有 以 下 定义 
(14,14) Xx 是 p 的 聚 点 < 一 > (V6[6 这 0 一 之 (3 y)[y 关 Xx 八 
EPANX -Hy<x+61, 
(14,15) cc 是 p 的 察 点 <—> (Vm [m0 一 > (I y)LyES 
MAm 人 < ly|). 
由 公设 《5 ，2) 将 以 上 二 式 转 到 *MM， 车 思 是 *RR 的 子 集 ， 
xE ww 下， 我 们 有 以 下 定义 
(14, 16) * [xX 是 的 聚 点 1<~> (WwW)[6>0 一 > (Iy)[y 
FXAYIE PAX— HLy<X+6D), 
(14,17) * [#0o0 是 pp 的 聚 点 ]<> (Vm)[m>> 0 一 > (3y) 
CyE pAm<|y|) 
在 对 :， 若 是 尺 : 的 子 集 ，xE 及 ,， 我 们 可 以 直接 定义 
(14,18) Mcx 是 p 的 率 点 ]<> (VO)[6 盖 0 一 > (3y)Cy 
FXAYIEPAX -LyX+ 0, 
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(14,19) Meo; 是 Pp 的 察 点 2) <>(Vm) fm>0 一 (339y). 
CyE pAm:<|y|)), 
利用 (6 ，1》 可 以 得 到 
C14,20) *[% 是 的 聚 点 ]< 一 > PE *T 了 八尾 ,LX 是 p 的 聚 版 J]， 
《14,21》 * C#o0 是 思 的 聚 点 ] < 一 >pE sm 人 MrCco* 是 力 的 聚 
点 ]。 
类 伏地 ， 在 对 ，* 于 和 对 ,还 可 以 定义 C+ co 是 bp 的 紊 点 2 ， 
[- cs 是 六 的 聚 点 ] ，[x; 是 p 的 聚 点 ] ，[x- 是 p 的 聚 点 ]， 
*[+*#co 是 的 聚 点 ] ，* [~*co 是 的 聚 虚 】，* [X%4 是 上 2 的 
聚 点 ] ，* [x_ 是 p 的 聚 点 ] ,以 ,[7 吕 zs 是 pp 的 聚 点 ] ，MM， 
[~ cos 是 p 的 聚 点 】]】， 并 Cx: 是 5 的 聚 点 ] 和 以 ; x- 是 户 的 梁 
点 ] ， 这 里 x; 代 表 x 的 正方 向 ，x- 代 表 x 的 负 方 向 ,进一步 ， 利 
用 (6 ，1) 还 可 以 求 得 与 (4，20) 和 (4，21) 相 类 似 
的 等 价 关系 。 
在 $12，$13 和 $14 中 我 们 在 可，* 训 入 ,中 分 别 讨 论 了 一 
些 最 基本 的 分 析 概 点 ， 为 以 后 研究 极 混 和 连续 性 准备 了 条 件 。 


8$8]5 函数 的 极限 
在 以 上 几 节 的 基础 上 ， 我 们 进一步 研究 极限 概念 。 设 9 是 
实数 集 ，y 是 g 的 诊 点 ，p Eftlq, 卫 ) 和 s EE 怀 ， 在 训 中 极 限 的 定 
兴 如 下 
£15, 1) limp(x) = se—>(Ve)le>0>(I >0AN\ 
(YX)Lx EqAIxX— yo—{p(x) ~—s|<e 7. 
由 公设 (5,2)， 将 上 式 转 到 * 人 村， 若 g 号 *R 的 子 集 ，*[y 是 9 的 座 
点 ,psftlq,# 如 ) 和 和 s E *， 我 们 定义 极限 如 下 
(15, 2) < #limP(xX) = s<—>CYe)te>0>(I0C6>0 
AKCYx)CxEeAx -可 二 3 一 [px) -ss| 一 e]]]。 
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柱 册 ;车 g 是 RR, 的 子 集 ， 玉 :5y 是 9 的 聚 铝 ]，p Citi(g, RR,) 和 sE 
不 ,我 们 可 直接 引入 定义 如 下 : 
(15, 3) Malim p(x) =s<—>(Ve)[Le>0—>(I6) C060 
A(vxCx Coar lx ~- y|<6->|p(x) -ss|<e7]]。 
利用 (6,1T ,我们 可 以 扒 得 在 村: 城 立 以 下 公式 
(15, 4) *iy 是 9 的 聚 感 ] 入 sE*RApCsft(g,*R) 
Mslimp(x)=s< >pE#DAqE TN My 


的 聚 点 ] 八 s E Rs。 八 pEft,(q) 有 2) AM,limp(x) 
= SS, 
关于 单方 极限 ， 在 M 若 y, 是 的 聚 点 ，pEit(9, 了 ) 和 

sER， 我 们 有 以 下 定义 

(15, 5) limp(x)=se—>(Ye)Ce> 0 (3 0A 
(Vx)[txCqAy xA|lx-y|<6>lp(x) ~ sl 
<<e]3]。 

由 公设 (5,2)， 将 上 式 转 到 wM , 若 *[y+ 是 的 聚 点 1)，、 访 Ge*ft 

(qs,* 太 ) ,关于 单方 极限 ， 我 们 有 以 下 定义 ， 

(15, 6) *limp(x) =s<—>(WYE)Le>0—>(d6)C6>0N 


(VXICx EqgNy TAXA Ix y|<6>| px) ~s| 
<e)]。 
在 M:， 若 对 :5[y+ 是 9 的 形 点 ]。 力 Efta(a Rss) 和 sER， 关 于 单 
方 极限 ， 我 们 可 以 如 下 引入 定义 : 

《15, 7) Mslimp(*) =s< >(Ve)te>0™>(30)c6>0 
MAN(YXICxX Eq NYI<XAN lx-y|<6->| p(x) -s| 
<<2]]]。 

利用 (6,1) 可 以 证 明 以 下 等 价 关 系 ， 
《15，8) *Cy+ 是 9 的 案 点 J 八 s EwRApE «ft(g,*R) 
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A 八 *limp(lx) se—> pets /gE #D A M,Cy, 是 gq 
IY—*W+ 

的 聚 点 ] 人 s ERAANpEft(q, Ro)AM,limplx? 

=s 


Eft(q,R)， 我 们 有 以 下 定义 ， 
(C15, 9) limp(x) = + co (VDI>0>(IOC6>0 


A(vX)LxEgN lx ~ y|<é—r{<p(X)II. 

由 公设 (5,2) ,将 上 式 转 到 *#* 好 ， 若 *Cy 是 g 的 衰 点 J 和 ppExft 

《9 下)， 关 于 以 正 无 穷 为 极限 的 和 情况， 我 们 有 以 下 定妆 

€15,10) *limplx) = +*oo<—>( VHD)Ii>0-»( 86) 
C6>0MN(VX)Cx EqgAIX -yy|<<6>t<p(x)), 

在 寻 ,， 若 诸 ,[y 是 9 的 诊 点 J 和 pEftslg,R,，)， 以 下 无 穷 为 极限 

的 情况 ， 可 以 如 下 定义 ， 

《15,11) M3limp(x) = +co<—>(VD [Ci >0—>( 6) 
E6>>0A(Yx)fxEeANAx -yl 6 >t<p(x))). 

利用 (6,1》 ， 可 以 证 明 以 下 等 价 关 系 

C15,12) 。 *Cy 是 9 的 聚 点 ] 人 轧 Esft(gys 开 ) 人 siim 为 (xY) 


= 十 cc<e -> 力 人 sm 人 ggEspAN 人 2:Cy 是 g 的 聚 点] 
A 人 peEit,(g, Rea) N\A limplx) Ea + coy。 


关于 自 变量 趋 于 正 无 穷 的 极限 ， 在 M， 沙 PE it(q, 尺 )， 
+ cc 是 g 的 诊 点 和 sR， 我 们 有 以 下 定义 ， 
(15,13) limp(lx) = s<—> (vete>0>(I LON 


(VXICxX EqATTX-r {PX) ~ 8|<ed)), 
怕 公 设 (5,2)， 将 上 式 转 到 * 禾 ,车 PEx#ftCg,*R) [+soco 是 3 
的 聚 点 J 和 s E*R， 关 于 白 变量 趋 于 正 无 穷 的 极限 ， 有 以 下 定 


8&3 


六 

(15,14》 slimp(x)=se—>(Ve)[e>0( A CA 
(Yx)CxEoAI<x~1 px) -sj<e]]]， 

在 好 ，， 车 pEft,(g, Rs), MsC t+ oo0s 是 9 的 隔 点 ] 和 和 s € RR,， 关于 

站 变量 奖 于 正 无 穷 的 极限 ， 我 们 可 以 直接 定义 嫂 下 : 

(15,15) Mlimp(x) =s<>(Ye)te>0 (31) (0 


Xm 
(VAICXEqANtTZAXr | pxX) - s|<el), 
利用 (6,1) ， 可 得 以 下 等 价 关 系 
C15,16) *[ + eco 是 q 的 聚 点 J 人 As EwRANpEs#ft(q,*R) 
Arlimp(lx) =s<—>pE*#TAqEsD AML + oos 


是 9 的 聚 点 J] 作 CRApEiti(q, Ro) 人 八 M,limp 


(xX) = 5s。 
类 侯 地 ， 在 杂 ,sf 和 1 :可 引入 以 下 定义。 在 好 有 
C15, 17) 负 方 向 的 单方 极限 
limp(x) 一 S; 
以 负 无 穷 大 为 极限 
limp lx) = 一 coj 
沁 无 穷 大 为 极 服 


limp(x) = oo 
太一 


”单方 的 以 无 穷 大 为 极限 
十 99 


limp (x) = {= 


水 + 
x { ~ 30 
Sy- 


自 变量 趋 于 负 无 穷 大 的 极限 
gt 


limp{tx) =35 


自 变量 和 函数 值 都 趋 于 无 穷 大 的 极限 
+ Do 

imaco= { -~ 

r=-{ co 


由 公设 (5,2)， 将 上 式 转 到 *M， 则 有 以 下 极限 


《15,18) «elimplx) =ss*elimp(x) = —*oc 
x 所 -> 入 
#1]imp(lx) =#*o0slimp(X) = 8, 
Cid 开 一 一 至 cq 
十 半 CO 
slimp(lx)= | # Co 多 
a 人 三 号 
二 co 
*#limp(X)= {: *e oo 
tk WS 
二 一 条 CC 品 
在 杂 , 则 证 以 直接 定义 
《15，19) Mslimplx) = 8s} Mlimp (x) = 一 Coyj 


Molimp(lx) = cs Molimp(x) = sy 


| YX 一 中? 
+ Coy 
M,limp(lx} = {=» 
X-> 了 + 一 Sop23 
SS 


+ co, 
Mlimpt (x) = {= 


+ Cos 
= 一 1{ 一 CD。 
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利用 (6,1) 还 可 以 求 得 * 对 与 好 :中 相应 于 这 些 极限 之 间 的 等 价 
关系 。 这 里 就 不 一 一 仔细 解释 了 。 

为 了 今后 的 讨论 ， 还 需 补 充 一 点 。 在 8&9 中 我 们 讨论 了 九 
种 区 间 ， 如 果 我 们 把 区 间 的 合 义 局 限 在 这 九 种 区 间 , 那 么 在 村， 
*M 和 骨 , 分 别 有 语 名，p 是 区 间 ,*tp 是 区 间 ) 和 Mcp 是 区 间 ]， 
而 且 不 难看 出 以 下 等 价 关系 

(15,20) *[ 力 是 区 间 2< 一 > 村 ,ip 是 区 间 1 

有 时 ， 为 了 简便， 在 本,*M 和 .M4 ,中 都 写成 “p 是 区 间 ”， 读 者 
可 根据 上 下 文 润 断 pp 在于，*M 和 及 ;的 哪 一 个 之 中 ， 

关于 函数 的 极限 运算 ， 我 们 有 以 下 斧 单 的 法 则 。 在 村 是 

(15,21) limpx) 衬 SA 人 1img(x) 一 一 


lim( p(x) q(x) = s+rAlmp(x)e q(x)) = sr 


六 [7? 基 0 人 g(xX) 六 0-*]im 2 = 二 ]。 


q(x) 
由 公设 (5,2);， 将 上 式 转 到 s 针 则 成 立 
《15，22) *iimp(xX) =s/M\*limg(x)=r 
i 半 一 时 


一 #1im( 户 (X) 二 OCX)) = s+rA 人 人 


*lim(pl(x) atx) = srAN[LrA0AN g(xX) A 0 
zy 


很 巧 ， 在 好 :民有 类 似 的 结论 ， 
《15，13) Mlimp(xX) =s A Mlimog(x) =r—>M,lim 
A Ee x 


(p(X) tq(x)) = strA Mlim( p(tx) .qtx)) 
im 


=serA\[r¥0ANaq(xX)F0—> M,lim px) 
XH Gx) 


在 本 节 的 最 后 ， 我 们 研究 一 下 反 函 数 的 概念 。 
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在 村 ， 若 志和 ps 是 了 的 子 集 ， 叉 pEft(pis pa)， 我 们 定义 
€15,14) 二 有 加 到 轧 的 反 困 数 < 人 (YXDOTXE 加 一 
(TINIEpIANX= PINAY EDA 
X= pz) z= Yi. 
` 若 p 有 ;到 思 的 反 函 数 ， 我 们 进 一 朱 定义 
C15, 15) 4 是 ps 到 的 bp 的 肥 冰 数 < 一 xg €ft(ps,p1) 
ACVAXICY IIAXE 加 六 后 加 [yy = P(X) €—> 
X=g(y)), 
由 公设 (5,2), 将 上 面 二 式 转 到 *JM ， 若 六 和 户 是 * 玉 的 子 集 ， 
PE#ft(pi, pz)， 有 以 下 定义 
C15,16) *Cp 有 到 pp 的 反 遂 数 2<> (YXx)[xE€ p> 
(CAVITYIEPAX= IVI NY Ts ED A 
X= p(2)-rz= yy]. 
若 *tp 有 :到 pi; 的 反 明 数 3]， 则 (了 (有 定义 
C15,17) *[g 是 ps 到 pi 的 9 的 反 函 数 ] < 一 >q E sft(p,, pb;) 
人 (YY IILX CPANYIE por[y= p(X) > 
X=a(y))), 
在 肝 ,， 若 pl 和 ps 是 ps 的 子 集 ，p Cfislpi, fp)， 我 们 可 以 直接 
定义 
《15 ,18) 放 sKDt 有 加 到 略 的 反 函 数 ]< 一 > (VX)[x Ep-> 
(23y)CyE PAR= py ANCY 2) C2 E PA 
X= pz2)-»2= yy 
车 形 s[p 有 pp 到 pi 的 反 函 数 )， 我 们 进一步 定义 
《15,19) 村 ,Cg 是 ps 到 pp 的 p 的 反 阔 数 J)<->9g Eft, (ps,p1) 
ACVAICW INX EPIAIE PLy = p(x) < 一 > 
- X= gq(y) i. 
利用 (6,1) 可 得 
(15, 20) es 方 有 2 到 力 的 反 画 数 ]<> 忆 GEaP 人力 和 9 了 
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人 人 加 E 由 入 jb 有 所 到 加 的 对 函数 ] 和 

(15,21) 。*[p 有 ps 到 pp 的 反 函 数 ] 八 *[9 是 ps 到 pp 的 p 的 反 
诸 数 ])< 一 >pEsDA 人 Np EnDTA ps ED/Mip 有 ps 
到 的 反 男 数 ] 八 ,Cg 是 p, 到 pp 的 bp 的 反 遂 数 ]. 


$16 标准 函数 在 标准 点 上 的 极限 


我 们 知道 ， 村 中 的 任何 一 个 函数 ， 通 过 * 映射 ， 在 * 开 
中 就 是 一 个 标准 函数 。 又 了 中 的 任何 一 个 数 ， 通 过 * 映射 ， 
在 *R 中 就 是 一 个 标准 数 或 标准 点 。 
本 节 研 究 的 是 标准 浮 数 在 标准 点 上 的 极限 ， 在 必 s 中 玉 看 ， 
这 种 极限 过 程 等 价 于 一 种 无 限 小 说 法 。 和 伍 滨 逊 就 是 利用 这 种 等 
价 性 ， 把 标准 分 析 中 的 极限 概念 换 成 了 无 限 小 概念 ， 从 而 在 无 
限 小 的 基础 上 建立 起 全 部 微 积分 理论 。 
现在 ， 在 无 限 小 的 基础 上 重建 微 积分 的 著作 已 经 很 多 了 ， 
本 书 不 打算 再 做 这 种 工作 。 本 节 的 中 心 是 论述 这 种 等 价 性 ， 因 
为 它 的 确 是 一 个 十 分 重要 的 和 根本 性 的 结果 。 发 现 这 个 等 价 性 
的 确 是 鲁 演 逊 的 重大 页 献 。 
首先 我 们 定义 非 标准 数 的 标准 部 分 。 在 MW:, 若 x 拒 丸和 r 是 
有 了 上限 数 ， 我 们 定义 
《16、1) X 人 St(r)< 一 >7E mon(sX)., 
这 里 *x 表 示 通 过 一 -上 映射，x 所 对 应 的 * 玉 中 的 标 准 数 。 我 们 
称 x 是 7 的 标准 部 分 。 
这 样 ， 定 理 (8,13) 又 可 表 为 
(16, 2) (V7)[r 是 有 限 数 >( 习 x) [CxERAx=st(r)]Y。. 
1,. 我 们 在 桩 ,证明 以 下 定理 . 
(16, 3) 车" 是 8 到 的 非 降 函数 ，c+ 是 2 的 聚 点 ，c 
~ini(b) Blimo(x) = 9, 那么 对 任何 yE * 5 且 酒 


是 *O 过 yy 和 (y 一 *0) Emon(o)， 成 立 (waly) 
—*9) CE mon(0). 
证 明 如 下 。 首 先 由 a 是 6 到 也 的 非 降 函数 ，0 ,是 8 的 聚 点 ， 
io= inf (6) 和 lima(x) = 9 可 以 推 得 9 =inf Ca(x)) 和 
《16，4) (Ve)[le>0—>(3)L6P0A(YX) LY EAT < 
< ~ 0 eI 
由 公设 (5,2)， 通 过 * 一 一 映射 ， 把 定理 (16,3) 中 的 假设 转 到 
*M， 我 们 有 : *C*a 是 *5 到 *R 的 非 降 沙 数 ])，*Cxo, 是 se 的 聚 
点 ],*0 = #inf (#8) 和 slim*a(x) = 9。 
由 此 扒 得 *9 = *inf (#a《x) 和 和 
(C16, 5) (A 
ROO Ra) 一 9)<e]]]。 
请 注意 ， 我 们 可 以 把 (16, 人 看 作 是 好 :中 的 句子 。 为 了 明 
确 ， 请 注意 及: 是 玉 : 的 子 集 且 尺 与 忍 同 构 。 这 时 将 (16,4) 更 明 
确 地 表 为 内 :中 的 句子 ， 我 们 有 
(16, 6) (Ve)LEERI NE IL ER AS>O0A 
(VXILxXERIAXE sbA ox 人 Lot+d— 
(a(x) 一 IJ)<e]]]。 

《16,6) 的 仿 义 是 ， 对 任意 给 定 的 eE 玉 且 e>>0， 存 在 6E 瑟 ， 
且 6>0 并 且 对 任意 的 ※xER: 如 果 满 足 &E ep 和 =*a <x<eC+ 
6 才 成 立 (#*Qa(x) 一 *g)<<e。 

然后 任意 取 yE * R 有 EYE *b 有 *o<y 和 (y 一 “0o) 
{monto) ,那么 有 

(16, 7) mn i 
六 死 推 得 

(16, 8) JyX, 

由 于 *L*a 是 * 6 到 * 怀 的 非 降 函数 7), 故 成 立 
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《18，9) *0(y) eax)。 
因此 得 到 
《16 ,10) *0C(y}— 9ax) ~ # gE, 
由 于 s 是 任意 取 的 ， 所 以 有 
(16,11)  (#*a(y)— *9) Emon(o), 
定理 (16,3) 证 完 。 
请 注意 ， 《16,11) 的 另 一 意义 是 *4(y) ~， 9 为 无 限 小 、 
2 ,我们 在 好 :证 明 以 下 定理 
(16 .12) 若是 2 到 民 的 非 降 函 数 ，c+ 是 5 的 萌 点 ， 
2Z=inf(o) 昌 对 任何 yE *2 日 满足 * oy 和 
{y—*0O)Emon(a) 推 得 (xaCy)~ *9)Emon 


(0)， 那 么 limalx) = 
T+ 


证 戎 如 下 ,首先 由 (16,12) 中 的 假设 , .用 公设 (5,2〉 通过。* 
一 一 映射 ， 我 们 得 。* C* 6 是 * 5 到 * 号 的 非 降 函数 ]，*[C* Cs 
是 *&8 的 队 点 ],*0 = *inf(5)。 进 一 步 由 假设 中 的 最 后 一 部 
分 ， 我 们 可 以 推出 : 对 任何 yE *5 且 满足 *0<y 和 (yy 一 *0) 
Emon(o) 成 立 

《16 ,13) “a(y)>*g—1. 

又 因为 *[C*a 是 * 5 到 * RR 的 非 降 函数 2, 故 对 和 任何 yE *6 

县 满足 *0 之 >, 《16,13) 仍 然 成 立 。 这 就 是 说 ,我 们 有 
16,14) (VLyYE DAsOCTy Yay) > ro 1 
请 特别 注意 ，(16,14) 是 * 青 中 的 语句 ， 而 且 是 标准 的 , 现 
在 由 公设 (5,2)， 通 过 * 觅 射 的 道 映 射 返回 到 对 ,我 们 有 
(16,15) (VIILyELNTLy ra(y)>9- 1, 
现在 定义 实数 集 5, 为 ; 
XED<—>XEDNOLX, 
因此 ， (16,16) 表 示 了 了 泛 数 a 在 b, 有 下 界 ， 因 此 成 立 
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(16,16) limo (x) = 9, = inf a(x)). 


这 样 由 定理 (16,3) 得 ， 
《16,17) 对 任何 yE *6 且 满足 *0<y 和 yy 一 *oEmaon 
(0) 成 并 (*a(y) 一 #9) Emon(o). 
进一步 ， 出 (16,12) 的 假设 的 最 后 一 部 分 可 得 
(16,18) *a(y)— * gEmon(o), 
由 (16,17) 和 (16,18) 得 
《16,19) sg *0Emonto). 
所 以 9= 9,。 由 (16,16) 可 推 得 
(16,20) iimatx) = 9。 
定理 (16,12) 证 究 . 
将 定理 (16,3) 和 (16,12) 结合 起 来 ， 我 们 得 到 以 下 定理 
(16,21) 如 果 o 是 2 到 惟 的 非 降 函数 ，c +: 是 2 的 聚 点 ，C = 
inf(o) ， 那么 lima(x)= 9< >(Yy)CYE *# 


和 xxa<cyAy~GEinon(o) 一 *G(y) 一 

* Crmonfo)]。 
定理 〈16,21? 的 结论 部 分 用 般 常 的 语言 可 表述 为 : . 
(16,22) lima(x) = 9 等 价 于 对 任何 》E*5b 且 *9<y 只 要 


yy 一 *0D 是 无 限 小 ， 则 #6《y) 一 *9 是 元 有限 小 。 
这 就 是 在 分 析 学 中 把 极限 语言 转化 为 无 限 小 语言 的 桥梁 。 
3, 现 症 我 们 把 定理 (16,21) 中 的 非 降 通 数 的 条 件 换 为 普通 
的 函数 .为 此 ， 我 们 在 M: 中 证 明了 以 下 定理 : 
C16,23) 如 果 c 是 2 到 民 的 函数 ，c ,是 6 的 率 点 ,0 = in{ (5)、 
那么 Himag(xy = 9< >( 了 3y)8y EDANnO<Y 人 y 


~ 中 


— #0 Emon(o | y) — #9 Emon(o)], 
证 明 如 下 。 引 进 辅 助 函 数 5。 fi(6,,R) ,其 中 的 定义 为 ， 


a 


X 和 有 < > 和 DANG<X。 
隔 数 6 的 具体 定义 为 ， 对 每 个 y Eb 
(16 ,24) boty) = sup(f (x)), 
xEbf cy) 
其 中 AfEft(B61;R)， 上 有 具体 定 义 为 ， 当 XE 
£16,25) f(x)= la(x) 一 9 。 
故 刀 是 6; 到 RR 的 非 降 函 数 . 
由 公设 (5,2), 通过。 映射 ， 把 以 上 的 语句 转 到 * 轴 ， 
我 们 有 * ozE ft(va 加) ,其 中 * 5 的 定义 为 : 
XE RDNXE 4 NON, 
对 每 个 yE* 2 函数 2 的 具体 定义 为 
(16, 26) by) =#sup (sf (x)), 
XEnb I(n0, y)} 
其 中 * 六 GEsftfabis 避 的 定义 为 ， 当 X Ewb， 
C16, 27) *f CX) = |#a(x) 一 上 9| 。 
故 *C*0, 是 sb; 到 *R 的 非 降落 数 ]， 
在 作 了 上 述说 明之 后 ， 我 们 正式 进行 本 定理 的 证 明 ， 


首先 证 明 必 要 性 (一 > ) . 设 
(16,28) lim a(x) = 9g, 
x 
那么 成 立 
‘16,29) lim &,.{x)=0。 
Xo, 


由 定理 (16,3) ， 我 们 有 

C16, 30) (VY ERb A ya0 Emon(o) 
——>*b,(y) Emon(o).. 

注意 到 (16,26) 和 (16,27)， 由 {16,30) 可 以 得 到 

C16, 31) (WIILYERO A VY- no Emon(o) 
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>|#ctyj 一 *g| Emon(o)], 
现在 证 充分 性 (< 一 ). 设 (16,31) 成 立 ， 则 由 (16,26》 和 
《16,27) 可 以 推 得 (16,30) 成 立 . 进 一 步 由 (16,12) 推 得 (16, 29) 
域 立 .从 而 推 得 (16,28) 成 立 .充分 性 证 完 。 
定理 (16,23) 证 完 。 
类 似 于 (16,23), 在 机 ,我 们 还 有 以 下 定理 
{16, 32) 如 果 a 是 8 到 的 钞 数 ，0-_ 是 5 的 聚 点 ,0 = sup(D)， 
那么 
jim a(x) = 0<—> (VyLy EA y<#T A 0 


Xx>0- 
~ yEmon(o)—> |*a(y) 一 “| 和 rmon(o)]。 
4. 综 合 (16,23) 和 (16,32)， 在 对 ,我们 有 以 下 基本 定理 
《16, 33) 落 c 是 5 到 大 的 葬 数 ，5 是 6 的 聚 点 ， 那 么 
lim CCX) = 8<—>(V yy EbAYVA#0A|y 


HO 
~*0 | 是 无 限 小 一 -> | saty) 一 *91 是 无 限 小 了 . 
与 定理 (16, 33) 相 平行 ， 在 好 :我 们 还 可 以 写 出 忆 下 基本 定 
理 
C16, 34) 着 ga Eit(b, 硬 ), 6 是 5 的 聚 点 ，&8=1nf(8)， 那 么 


十 
lim Q(x) = { <~>(Y y) [es6Ay -uh 
XA+ CO 


了 小 el) 是正 了 大 


<16, 35) 车 a Efttb, 卫 ) ,有 是 5 的 聚 点 ， 有 = sup(68)， 那 么 


, 十 
lim a(xw) = { Wy <—>(Y y) [yEsbAy 一 


Eb eal 


是 负 无 限 小 一 >*a(y) 是 { | 


负 无 限 大 
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十 cc 
(16,36) 。 若 eCft(b,R)， 是 5 的 聚 点 ， 那 么 


lim a(x) = 9e>(VI{yEsb 
十 co 
人 { 


正 无 限 大 
八 y 是 i 


(16, 37) 若 a Eft(6, 情 ), +cc 是 5 的 聚 点 ， 那 么 
十 ce 

J { <—>(Yy) [ys*pAy 是 正 
一 CC 


上 nc 


一 >*a(y) - *9 是 无 银 小 ] 


paren 
负 无 限 大 … 

通过 (16,33), (16, 34), (16, 35), (16,.36) 和 (16,37) ， 读 者 
可 以 看 出 ， 在 标准 分 析 友 中 的 极限 语言 完全 可 以 用 无 限 大 和 无 
限 小 的 语音 代 夫 ， 也 就 是 说 ， 标 准 分 析 衣 的 理论 完全 可 以 在 元 
限 小 的 概念 上 建立 起 来 。 但 本 书 的 目的 并 不 是 去 完成 这 项 任 
务 . 本 书 的 主要 日 的 是 存放 , 趾 引 入 一 些 新 概念 ， 使 得 一 些 在 
人 中 不 好 解释 或 不 好 解决 的 问题 在 M ,中 得 到 新 的 解释 或 新 的 
解法 .特别 是 关于 Dirac Delta 函 数 的 理论 和 奇异 积分 的 理论 


8$17 函数 的 连续 性 


函数 的 连续 性 是 标准 分 析 中 的 重要 研究 对 象 ， 本 节 初 步 河 
论 一 下 两 相 微 积分 中 有 关 通 数 连 续 性 的 一 些 问 题 . 

在 标准 分 析 中 ， 关 于 函数 在 一 点 的 连续 性， 基 如 下 定 蒋 
的 ， 设 p Clitlg, RR)，y E9 日 y 是 9 的 聚 点 ， 我 们 定义 
《17,1) 2 在 点 ?连续 < 一 > limp(%) = p(y)， 


基于 汪 数 在 区 闻 上 上 的 连续 性 ， 在 杂 中 可 以 如 下 定义 ， 设 9 是 一 
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无 限 大 一 >*a(3) 是 { 


个 区 间 ， 而 且 ( 三 Ct 是 9 的 内 点 2， 我 们 定义 
(17,2) pE CD em>(Y yy >p 在 点 y 连 续 j， 
至 于 函数 在 殉 一 般 的 定义 域 上 的 连续 性 ， 本 书 不 打算 花 太 多 的 
篇 幅 去 讨论 了 .读者 订 按 自己 的 需要 去 处 理 ， 

由 公设 (5,2)， 通 过 * 一 一 映射 ， 将 以 上 二 式 转 到 * 邮 ,关于 
授 数 在 一 点 的 连续 性 ， 如 下 定义 , 设 pExft(g,*RR), y Ca 且 * 
Cy 是 g 的 聚 点 ]， 我 们 定义 
(17, 3) *[p 在 点 连续 ]< 一 >*limp(x) = p(y)。 


问 ， 而 且 ( 归 站 #[f 是 9 的 内 点 J]， 我 们 定义 

(C17, 4) PCC ee >(Vy) [yyE9—->* [Pp 在 点 » 连 
续 习 。 

在 MM,， 洛 PEft,(9, Rs)， yEg 且 骨 ,Cy 是 9 的 说 点 2， 我 们 避 坦 

接 定义 

(17,5) M5p 在 点 y 连 续 J< Mslimp(x) = p(y), 

车 gq 是 一 个 区 闻 ， 而 且 (333t)MM;Ltt 是 9 的 内 点 ]， 我 们 定义 

(17,6) pEMC(9) (YE 一 > [bp 在 点 y 连 
续 33。 

利用 (6,1), 车 yEq 且 x*Cy 是 g 的 聚 点 ], 我 们 有 以 下 等 价 关系 

(17, 8) pErC(g >pE#sTApEMC(9). 

用 普通 的 语言 ， 我 们 可 以 把 p EC(g) 读 作 5p 是 g 上 的 连续 
函数 ], 把 请 EsC(a) 读 作 *[p9 是 9 上 的 连续 函数 ] 和 把 关 E M,C(g) 
读 作 Mitp 是 gqg 上 的 连续 团 数 ]， 

关于 连续 函数 的 四 则 和 运算， 在 好 成 立 以 下 定理 
(17, 9) 若 y 是 4 的 聚 点 ，y €9，p 在 点 y 连 续 和 s 在 点 y 连 

绪 ， 则 成 立 : 


p 圭 s 在 点 y 连 续 ，p*s 在 点 y 连 续 和 
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由 (Vx)[x Cg-rs lx) 大 中 推 得 之 在 点 7 连续 


由 公设 (5,2)， 通 过 * 一 一 映射 ， 在 * 末 关于 连续 函数 的 四 财运 

算 ， 成立 以 下 定理 
《17,10) 浇 #Cy 是 9 的 限 点 ],y Eq,*[p 在 上 成 y 连 续 J 和 *Ls 在 
上 所 ?连续 ], 则 成 立 *[p 二 s 在 点 y 连 续 ],*[Bas 在 版 y 


连续 J 和 由 (vx)*Lx Eg->s(x) 关 0 推 得 * [在 


在 ,关于 连续 琶 数 的 四 则 运算 ， 成 立 以 下 定理 

(17, 11) 若 好 :5[y 是 gz 的 附 点 J)，y Eq， 肝 eCp 在 点 $ 连 续 ] 和 各 
于:fs 在 点 yy 连续 1， 则 戌 立 胡 2 区 b+s 在 后 连续] 
M5p's 在 点 y 连 续 J 和 出 (Vx)Ms[x Cgq->stX) 关 


0] 推 得 Ma[ 生 在 点 ?连续 | 


定理 (17,11) 可 以 利用 内 :中 关于 葬 数 极限 的 运算 公式 《15,13) 
加 以 证 明 . 
关于 在 区 闽 上 连续 省 数 的 四 则 运算 ， 也 有 类 似 的 定理 , 在 
MM 中 则 是 议 下 定理 
(17, 12) 车 gq 是 区 间 ， 扫 [tft 是 4 的 内 点 ],p EC(q) 和 s E 
C(g)， 则 成 立 ，P 土 EC(tg)，p'sEC(lg) 和 上 出 


(Wx)[x Eg-xs(x) 交 0] 推 得 eC). 


在 * 邓 和 好 :也 有 类 似 的 定理 ， 我 们 就 不 一 一 写 出 来 了 。 
关于 复合 通 数 的 过 续 性 ， 在 六 有 以 下 两 个 定理 
(17,13) 设 吉 和 ps 是 区 间 ，x EPsyEpa，( 习 1) [t 是 pi 的 
内 碟 ] 和 (人 是 ps 的 内 点 ]， 设 9 Efi(pis ps》 9 
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9 在 点 x 连 续 ，? = P(X%) 和 ps( Da, 又 设 BEft(psy 
五) 和 ¥# 在 成 y 连 续 . 现 在 定义 函数 (8) Eit(pl， 
卫 )， 其 体 表 示 为 ， 当 1E€ p,， 定 义 (8) (有 = 
(1)) .那么 5 (8) 在 点 x 连续 。 

《17,14) 设 py 和 ps 是 区 间 ，(《3 四 [t 是 pi 的 内 点 J 和 (3DCt 
是 ps 的 内 点 ], 设 PEft(pis Pp2)s pC pss PP ECPI) 
和 CCCps) ,如 果 定 义 办 (9) Eft(p1, 情 )， 具 体 表 
示 为 ， 当 tC 户 定 义 (98) (1 =p(9()) ,那么 业 (9》 
EC(p). 

在 * 几 和 M 针 ;成 立 与 (17,13) 和 (17,14) 相 类 似 的 定理 ， 我 们 就 不 

一 一 写 出 来 了 ， 读 者 可 以 自己 把 它 写 出 来 并 加 以 证 明 ， 

在 标准 分 析 中 ， 关 于 连续 函数 的 〈 哥 西 ) 中 值 定 理 是 十 分 

重要 的 ， 这 个 定理 的 陈述 如 下 

(17,15) 沽 gi<qs, PEC(Lg 02) 和 pl91) <r 之 p(9s)， 则 
存在 x 使 得 q, 之 x<<q。， 而 且 p(x) =r。 

包公 设 人 5,2)， 通 过 * 映射 ， 在 * 寻 成 立 下 述 ( 哥 则 ) 中 值 定 

理 

(17, 16) 车 gi 之 qay pC#C (gD 和 p91) <r<plg), 
则 在 在 x 使 得 gq, 志 x 二 gs 而 且 p(x) =7， 

但 在 好 : 却 不 成 立 如 上 上 的 中 值 定 理 ， 今 举例 如 下 . 设 aE 

fts 人 [一 1 12, 忍 :)》， 具体 定义 为 

1， 一 1<x<li 且 st(x) 之 0， 

0，-1T<x<1l 且 st(x)<0。 


(17,17) a(x) = { 
那么 成 立 以 下 结论 
(17,18) a€EMCCC -1,1D),-1<1 和 a(-1) < 二 一 a 
C1)，, 但 是 对 任何 x 满 足 -1<x<1 都 成 立 c(x) 二。 
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:这 就 确切 地 说 明了 在 站 ;中 不 成 立 关 于 连续 遂 数 的 中 值 定理 . 
关于 反 消 数 ， 在 嵌 成 立 以 下 定理 
《17,19) ” 设 p 是 Cgq,,9s> 到 的 升 冰 数 ，91 过 qs 和 ppEC(tgi， 
qs , 则 成 立 p 有 [5p(912) ,plq2)J 到 [gi,9s2 的 反 涪 
数 . 进 一 - 步 ， 若 qd 是 Cp(g1) ,plqa)J 到 [qi,922 的 上 
的 反 画 数 ， 则 g 是 Cp(91) ,pp(qs)3 到 5g,,9:] 的 升 
函数 ， 和 且 aq CCCp(g1) ,P(g2))). 
出 公设 (5,2)， 通 过 * 映射 ， 首 * 机 成 立 以 下 定理 
(17,20) 设 *[p 是 [gi,gs] 到 *R 的 升 通 数 ] ,gi 三 gz: 和 ppEsC 
《C9 9927)， 则 成 亲 * [Cp 有 LpPC91) ,PC92)2 到 Cg， 
92] 的 肥 函 数 ] ,进一步 ， 设 * 59 是 [Cp(91) ,Dp)g2)] 
到 Cole 的 b 的 反攻 数 ], 则 * [Cg 是 [Cplg3) (aa 
到 [gi,gzJ 的 p 的 升 阔 数 ] ， 且 gEe*C [pbD， 
P(g92) 1). 
在 村 ;,， 上 述 定理 并 不 威 立 ， 今 举 一 反 例如 下 , 设 a Eft,([ 一 1， 
1J，J?,)， 上 和 体 定义 为 
X+1,—1<XElHst(x) 0 
es en ei 
xX,—1<xSAl 有 si(x) <0， 
那么 成 立 : 1aCa 是 [ -1 1 到 民 的 升 画 数 ]，- 1 三 1,a€M,C 
(CC—-1, 1)),aC~1)=—1 和 a(1) =2. 
若是 -~1，22 的 子 集 ， 其 体 定义 为 4= {y| -ly 所 2 八 
0 st(y) 之 1}。 那么 不 难看 出 ， 不 存在 一 个 由 [-1，22 到 
[一 ] ,1J 和 的 p 的 有 反 函 数 . 因 为 在 .4 上 反 函 数 的 值 无 法 给 出 ， 
关于 连续 汞 数 的 有 界 人 性 ， 在 好 有 以 下 《Weierstrass ) 定 


C17,21) 


理 
{]7,22) 薪 %< do 和 bbCCIrolyeas])， 则 函数 b 在 [qi ,gs】 
有 上 外 和 下 多 。 
得 公设 5,2) ， 通过 这 映射 ， 在 * 凡 成 立 以 下 定理 
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(17,23) 车 9; 之 qe 和 pCCC915922) , 则 5 函数 户 在 [9i， 
ez 有 上 界 和 下 界 ]， 

在 好 ,中 上 述 定理 不 成 立 ， 今 举 一 反 例 如 下 。 首先 ， 令 .4 是 

* 丸 的 六 分 解 ， “= 4 又 取 miE 4 ziE 六 .进一步 ， 设 如 是 


正 无 限 大 .我们 在 5- 8,BI) 上 定义 函数 a € fta([ 一 B,BI,RR,) ， 
具体 表示 如 下 : 

《17,24) ax) = ， 若 -卫生 x 扫 日 旧 xz 是 无 限 大 ， 

当 x 是 有 限 数 ， 规 定 是 硼 函 数 ， 即 -ax) =a(-2)。 当 xx 是 非 
负 有 限 数 ，a 的 具体 表示 如 下 

20Xy 落 0<Y<T， 


17 ,2 = 
E 村 9 . + 1; — 1) (x — Is), 


着; -Ts<x<t2<rEAN， 
那么 a EE MM,C(E~B,BJ)， 但 4 在 C ~- B,BJ] 没 有 上 界 和 和 下界. 
关于 函数 的 最 大 量 小 值 ， 在 4 有 以 下 定理 
(17 ,26) 车 gj 之 9; 和 PECCL9.,9J)， 则 存在 一 个 x,，9q, 筷 
xX; 所 gs 使 得 
plX1) = mir, Cp(x))s 
XECg dz 
又 存在 一 个 Xx,，g 志 x; 筷 gs 使 得 
PlXs) = max(tp(lx))., 
XECg1 92] 
由 公设 (5,2)， 通 过 * 玻 射 ， 将 上 式 转 到 * 虹 ， 有 了 以 下 定理 
(C17,27) 车 gi 志 9; 和 和 pp EwCCCq,922)， 则 存在 一 个 x ,qi 所 
x! 导 qs 使 得 
pIX) = #min(p(x))s 
XELqI1G2) 
又 存在 一 个 +*。，9; 夺 xX 所 gs 使 得 
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廊 (Xz) = *max( plxX)), 
XELq 92) 

在 村 , 则 没有 相应 的 定理 .我 们 指出 由 (17,24) 和 (17,25) 所 定义 

的 a(x) 在 [~ 8,B8] 上 就 到 不 到 最 大 值 和 最 小 值 . 其 实 ，a(x) 既 

无 上 界 ， 又 无 下 界 ， 怎 么 谈 得 上 上 有 最 大 值 和 最 小 值 呢 ? 

关于 一 致 连续 的 概念 ， 在 好 是 如 下 定义 的 ,若是 个 区 间 ， 

和 而且 存在 1 是 49 的 内 点 ， 又 设 pEftlq,R)， 我 们 定义 

(17,28) Pp 在 gq 一致 连 续 < 一 > (Ve)[e>>0-—> ( 习 G)53>0 和 人 
(VX) CVX ) LX EqGAxX EIATxX ~ Xi | < 一 -> 
[p(x1) ~ plx2) | <<6]]] 。 

由 公设 (5,2) ， 通 过 映射 ， 将 上 式 转 到 * 及 ， 车 g' 是 个 区 

词 ， 而 且 * [存在 t 是 g 的 内 点 ]， 叉 设 pEsft Cg，* 尼 ) , 我 们 定 

义 

《17,29) * [在 9 一 致 连续 ]< > (Yas)[e>>0 一 > ( 习 5) [6 
> 0ACVX) (Vr) Ex EqGAxXs EeeA1xi ~ Xs| < 
6—> | p(x) — p(x2) | <e]]]。 

在 好 :， 车 ?是 个 区 间 ，MW:[ 存 在 :是 gc 的 内 点 ] 和 站 E ft,(g,R,)， 

我 们 定义 

(17,30) ”Map 在 9 一 致 连续 ]< 一 >(YVe)re>> 0 一 > (6) 
[6> 0 A(VXD) (Vx Lx EqAXs Eq Ix1— x | 
<6—> {p(x) ~ p(x2) | <e]]7。 

车 a 是 区 间 ，M 太 ;5 存在 t 是 的 内 点 ] 和 pEfts(q,9s)， 利 用 (6,1) 

可 得 以 下 等 价 关系 

(17,31) * [ 思 在 9 一 至 连续 ]< 一 > p Es 了 T 人 人 六,[p 在 g 一 致 连 
续 ]. 

关于 一 臻 连续 性 、 在 办 有 以 下 康 托 (Cantor》 定 理 

C17, 32) 若 q1 之 qa， 上 且 pEC(Lg1,92])， 则 在 [91,9g2] 一 

致 连续 。 
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但 在 训 ; 这 样 的 定理 并 不 成 立 . 由 (17,24) 和 《17,25) 所 定义 
的 2(x) ， 它 满足 4€ 由 ,C 《C91,9qs2), 但 在 C91,9:] a 并 不 一 致 连 
续 . 
用 公设 (5,2) ， 将 (17,32)? 转 到 * 对 成 立 以 下 定理 
《17,33) 若 9i<q* 且 bpEeCCrgi9gs) ， 则 *[p 在 [is 922] 一 
致 连续 ]， 
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”第 四 章 导数 和 积分 


本 章 的 中 心 是 在 寻 ，* 民 和 好 :中 论述 导数 ， 积 分 等 概念 ， 
并 互相 比较 。 值 得 注意 的 是 : 要 在 好 :中 一 般 地 引进 定 积分 的 
概念 是 不 可 能 的 。 显然 在 对 : 中 可 以 引入 很 多 比较 局 限 的 定 积 
分 的 概念 ， 但 本 书 不 打算 研究 这 类 问题 。 


S18 导数 的 概念 


导数 是 微 积分 中 最 重要 的 概念 之 一 ， 本 节 在 好 ，* 1 和 
MMM; 中 分 曾 研 究 和 相互 比较 这 些 概 念 。 

导数 的 定义 在 好 车 9 是 区 间 ， 存 在 :是 gg 的 内 点 ，bEit 
(ae， 下 ) 和 x Eq， 我 们 定义 


(18, 1) p(X) = - r<—> 


lim 了 xxzx) 一 DC) 
Ar"1 x > 


我 们 称 p"(%) 或 2 为 函数 p 在 点 的 导数 .因为 原来 在 标准 


分 析 中 已 经 有 了 这 两 种 天 未 法 ， 所 以 我 们 只 能 把 它们 都 写 上 

由 公设 (5,2》 ,通过 * 一 一 映射 ， 将 上 式 转 到 *M， 芳 9 
是 区 间 ，* [存在 :是 g 的 内 点 3]，zbE*ft(o *t) 和 XCq， 我 
们 定义 
《18，2) p(X)=r 《一 > > 六 < 一 > 


Flim plx+ /x) 一 轧 (X) 


a x 
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我 们 称 p(x) 和 -2P -为 冰 数 0 在 x 点 的 * [导数 ] ， 


在 末 :， 若 8 是 区 间 ，Mi[ 存 在 ! 是 9 的 内 点 ]， 访 Eftz(gy 天 2)》 
和 xE2， 我 们 阿 样 可 以 定义 


(18, 3) M,p’ (x) = re >M 7r<—> 
M ,lim p(X AxX) — h(x) 
0 
MM: { 
我 们 称 和 Yop’(x) 和 “等 人 车 -为 p(x) 在 点 x 的 Ms 导数 ， 


若 g 是 区 二， ee R), x Egq, 
利用 (6，1) 可 得 以 下 等 价 关 系 
(18,4) pp (x) =r<—> pal 
Mp (x) =r, 
为 了 方便 ， 若 yg 是 区 间 ， 存 在 ?是 9 的 内 点 ，xE9 和 pCEft 
《g9， 卫 ) ,我 们 在 如 引入 以 下 两 个 定义 
(18,5) 了 在 点 x 可 导 <>(r)[p“(x) =r]， 
p 在 区 间 q 可 导 <->CYx)CxEg 一 > 思 竹 点 x 可 
导 ]。 
由 公设 (5,2) ， 通 过 * -一 一 上 映射， 在 * 训 车 g 是 区 间 ，* [存在 
ft 是 g 的 内 点 J]，xE9 和 ppE*ft(q，*R)， 我 们 引入 以 下 两 个 定 
义 


(18, 6 * Cp 在 点 x 可 导 j< 一 > (了 r)Cp*’ (x) =r], 
*# [ 轧 在 区 间 g 可 导 ]<-—>(YV xX)[xXEg 一 > * 5 在 
点 x 可 导 ]。 


在 好 :。， 若 9 是 区 问 ， 存 在 :是 4 的 内 点 、，xEd 和 户 Efit:(2， 
大，) ， 我 们 同样 可 以 定义 
C18, 7) 用 ,Cp 在 点 x 可 导 j<—>(37)[EMp’ (Cx) =yr， 
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ap 在 区 间 g 可 导 ]<—> (Vx)CxEgq 一 >M,[p 
在 点 可 导 ]。 
这 样 ， 涛 & 是 区 间 ，Mz[ 存 在 :是 cg 的 内 点 ]，xEog 和 户 Efts (9， 
R,)， 利 用 《6,1》， 在 ,成 立 以 下 两 个 等 价 关系 
《18, 8) #[ 力 在 点 X% 可 导 ] < 一 >pE*#D/ 作 M,CLp 在 点 x 可 导 j. 
* [pp 在 区 间 g 可 导 1< 一 >pEr*fP 八 M5p 在 区 辣 4 可 
导 ]。 
关于 及 函数 的 导数 ， 进 行 以 下 讨论 。 
在 内 有 以 下 定理 ， 
《18，9》 车 qi 是 区 间 ， 存 在 是 gq 的 内 点 和 x* Eq1， 又 qs 是 
区 间 , 在 在 是 gs 的 内 点 和 y E9，、 又 设 pEft(g,， 
gq2)，p 有 9 到 qi; 的 反 函 数 和 9 是 9s 到 gq, 的 p 的 反 函 
数 ， 设 p 在 点 x 可 导 ，p'(x) 和 考 0 和 y=p(x)， 那 
么 成 立 ， 9 在 点 y 可 导 和 


q(y) =- 


1 
p' Cx)" 
由 公设 (5,2) ， 通 过 * 映射 ， 转 到 * 寻 成 立 以 下 定理 
(18, 10) 洪 g 是 区 疗 ，* [存在 是 9; 的 内 点 2] 和 xX 人 q1， 六 
9s 是 区 间 。*{[ 存 在 是 49; 的 内 点 J 和 y E93， 又 设 
pEsft(q1/，92)，*[p 有 gs 到 9 的 反 通 数 ] 和 *[g 
是 gq; 到 gq 的 bp 的 反 隙 数 ]， 设 *[p 在 点 % 可 导 ]， 
p(X) 二 0 和 y=p(lx)， 那么 成 立 ，*[g 在 点 y 可 


导 ] 和 


gq" (») = 

在 对 :有 类 似 的 定理 ， 今 陈述 如 下 ， 

《18, 11) 若 @ 是 区 间 ，i 并 存在 右 是 9 的 内 点 ] 和 2%Eol， 叉 
2 是 区 间 ， 太 :[ 和 在 在 ts 是 9; 的 内 点 ] 和 yyEq2， 又 
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设 pEft,(q:，4s)， 导 ,[p 有 gs 到 9q; 的 反 羡 数 ] 和 
M59 是 qs 到 gq, 的 p 的 反 函 数 ]， 设 计 .[p 在 点 x 可 
导 ]，Msp'(x) 关 0 和 y= plx)， 那 么 成 立 : 
jsfKe 在 点 y 可 导 ] 和 


5 1 
Mg’ (vy) = rr 


关于 函数 改变 量 的 主要 部 分 ， 在 对 成 立 以 下 定理 : 


《18,12) 


车 g 是 区 间 ， 灾 在 t 是 9 的 内 点 ，x Eq， p 在 点 x 可 
时， 又 对 任何 {只 要 满足 x+1E€9 和 t 去 0 ,由 等 式 
pIX+D)— plx)=p (x) 十 CC 人 

定义 了 Q(x, 由, 则 成 立 


lim u(x,1) 二 0。 
1 


由 公设 (5,2) ， 将 上 式 转 到 * 邓 ， 我 们 有 以 下 定理 


《18, 13) 


若 g 是 区 闻 ，«[ 奉 在 :是 9 的 内 点 >，x Eq，* [bb 在 
点 zx 可 导 ]， 又 对 任何 1 只 要 满足 zx+tEa 和 + 关 0， 
由 等 式 

pIXIH ~ p(x) = bp" "(xt +t ax, Dt 

定义 了 a (x, ， 则 成 立 


本 int Q(x,t)= 0,， 
0o 


to 


在 型:， 直 导数 的 定义 直接 推 得 成 立 以 下 定理 


(18,14) 


车 4 是 区 间 ， 骨 [存在 t 是 g 的 内 点 ]，*%* Eq, M,C[p 
在 点 * 可 导 J, 又 对 任何 {只 要 满足 x +t+Eg 和 ft*0， 
由 等 式 

PX+D)- px) = Mp’ (x) + a(x, tt 

定 关 了 &(x, 1 ， 则 成 立 

Mlim atx,t)=0，。 


在 标准 分 析 好 中 ， 由 函数 的 可 导 性 可 以 推 得 函数 的 连续 
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性 ， 县 体 表示 为 以 下 定理 

C18, 15) 涛 9 是 区 间 ， 存 在 ! 征 e 的 内 点 ，2XEac 和 2 在 点 可 
导 ， 则 p 在 点 x 连续 。 

在 * 财 和 到: 也 有 与 《18,15) 回 样 形式 的 定理 ， 这 里 不 再 组 说 

Te 

关于 涵 数 四 则 运算 的 导数 ， 在 计 有 以 下 法 则 ， 今 表述 为 以 

下 两 个 定理 

C18, 16) 车 g 是 区 间 ， 存 在 t 是 4 的 内 点 ,xX E49, 常数 p ER， 
uCftlg，R),，z 在 点 x 可 导 ， 如 果 定 又 函数 
puCifttg，R)， 其 具体 天水 为 ， 对 每 个 :Eg 
(pu) {1) = peu l(t), 
那么 pu 在 点 x 可 时， 而且 
Cpa) (xX) = pru’ (x)s 

(18, 17) 车 gq 是 区 间 ， 存 在 ! 是 9 的 内 点 ，x Cg, wuEftlg， 
开 )，4 在 点 X 可 对，v Eft(g,R) 和 v 在 点 x* 可 导 、 
那么 成 并 以 下 结论 : 
(1) 4 土 vo 在 虑 x 可 导 朋 成 并 公式 
(utv) (X) = (Xx) to (x); 
(2 ) ev 在 点 x 训导 且 成 立 公 式 


(WU) RX) = (XI UR) TH XY (x), 


(3 》 车 对 任何 1€ 9 咸 立 0(t) 尖 0， 则 了 在 点 x 


可 导 ， 且 成 立 公 式 
(2) Co 三 uO 人才) 
在 *4 和 对 :中 也 成 立 像 (18, 16) 和 (18,17) 这 样 的 定理 ， 读 
者 很 容易 在 * 村 和 及 ;中 写 出 这 样 的 定理 ， 并 在 村 ;中 加 以 证 上 明 。 
关于 复合 肖 数 的 导数 ， 在 几 有 以 下 定理 
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《18, 18) 若 g 是 区 间 ， 存 在 1 是 p 的 内 点 ，X Eq3 又 pp 是 区 
间 ， 存 在 t 是 p 的 内 点 ，>y Ep; 义 % Eft (gq，p) 
且 $ 在 点 x 可 导 ; 又 WEft(p，R) 且 在 点 可 
性 ，y=P(x); 又 对 每 个 fE 9 定义 函数 &(2) Et 
(g;R)， 具 体 表示 为 (8) (2) = (1))， 涛 么 成 
谋 W{W) 在 点 Xx 可 导 而 且 成 立 鞠 (9) (x) = (3) 
V(X), 
由 公设 (5,2) ,通过 * 一 一 上 映 射 ， 我 们 可 以 在 * 几 中 得 到 定理 
(18,18》 的 相应 表示 。 而 且 进 一 步 可 以 在 村 ,中 得 到 相应 的 定 
理 ， 并 加 以 证 明 。 
我 们 把 定理 (18，18) 比 较 准 确 的 写 出 来 ， 是 为 了 正确 地 使 
用 * 一 一 映射 把 它 转 换 到 * 骨 中 去 。 在 必要 时 ， 可 把 它 的 相 类 
似 的 定理 在 村 ,中 写 出 来 ， 并 考察 它 的 证 明 。 这 是 我 们 经 常 使 
用 的 方法 。 
今后 ， 我 们 只 对 * 好 和 对 中 比较 重要 的 情形 才 全 文 写 出 其 
表达 式 ， 和 否则 只 在 几 中 写 出 比较 精确 的 〈 半 形式 化 ) 的 表达 
式 。 读 者 可 以 自己 写 出 在 * 邮 中 相应 的 表达 式 , 并 研究 在 好 :中 是 
否 有 有 相应 的 表达 式 , 如 果 是 定理 ,还 可 以 研究 它 是 否 可 以 证 明 。 
以 下 我 们 将 研究 一 下 高 阶 导 数 的 定义 。 为 了 方便 ， 我 们 先 


引入 一 个 辅助 定 闵 
(18,19) g 是 有 内 点 的 区 间 < 一 >g 是 区 间 而 且 存 在 1 是 9 的 内 
点 


由 公设 (5,2)， 通 过 * 映射 ,我们 可 以 准确 的 定义 *[g 是 

有 内 点 的 区 闻 ]， 还 可 以 在 好 :引入 定义 好 :Cg 是 有 内 点 的 区 间 ) 

并 容易 看 出 

(C18, 20) [ge 是 有 内 点 的 区 间 ]< 一 > 对 "Cg 是 有 内 点 的 区 间 ] ， 
我 们 知道 ， 在 好 中 有 坎 下 事实 

C18, 21) 对 每 个 %xE 入 ，# 阶 导数 是 可 以 定义 的 。 
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由 公设 〈5,2)， 通 过 * 一 -映射 ， 在 *M 中 有 以 下 事实 


(18, 22) 


对 每 个 zaE*N ，*5n 阶 导数 是 可 以 定义 的 ]。 


但 这 样 的 说 法 使 人 感到 不 具体 。 我 们 将 设法 找 出 一 种 比较 具体 
的 定义 ， 使 人 们 感到 踏实 一 点 。 
今 在 村 中 写 出 高 阶 导数 的 半 形 化 的 一 种 定义 方法 。 先 引进 


如 下 符号 
(18, 23) 


在 区 闻 ( ) 的 点 ( ) 有 ( ) 次 导数 的 函数 € 
ftCN， (C0,(0)),((0 ,0))) 型 函数)， 

{ {i )E 

ft(CV，(((0,0)， 50)，0)，0) 型 函数 ) 。 
在 区 间 ( ) 有 ( ) 次 导数 的 函数 EItCN,，(( 0 )。 
《(0，0 ))) 型 酌 数 )， 

(JEftCOV C0, 0), (0)), £0,0})) 
型 函数 ) - 


令 作 具体 解释 如 下 ， 当 w= 1 


(18, 24) 
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在 区 间 ( ) 的 点 ( ) 有 (1) 次 导数 的 函数 E((0， 
(0))、((0 ,0))) 型 画 数 ， 具 体 定义 沟 ， 
(VYx)(Yg)Cq 是 有 内 点 的 区 间 八 xEq 一 35p 是 
在 区 间 (9) 的 点 (x) 有 (1) 次 导数 的 函数 <> 
PpEftlg, RA 

(an[ e+ 2 , 有 
(JoOC EC 0) 0)， 0) 0) 型 函数 - 
具体 定义 为 : 

(Yq)(YX)(Yp)[aq 是 有 内 点 的 区 间 八 XEq9 八 户 
是 在 区 闻 (9) 的 点 (x*) 有 (1 ) 次 导数 的 函数 一 > 


(p) ‘1 (x) = ln 2+ A -2 


(18, 25) 


在 区 间 ( ) 有 有 (1) 次 导数 的 函数 E (( 0),，((0， 
0))) 弄 函数， 具体 定义 为 ; 
(Yq)[59 是 有 内 点 的 区 间 一 >[p 是 在 区 间 (9) 有 
《1) 次 导数 的 函数 < 一 > (VX) [xE gq 一 >p 是 在 区 
间 {@) 的 感 (Xx) 有 (1) 次 导数 的 函数 ]]]， 

( 2DE(CC00)，(0))，(0,0)) 型 函数 ， 满足 
以 下 性 质 : 

(Yq) [g 是 有 内 点 的 区 疗 八 p 是 在 区 闻 (q) 有 (C1) 
次 导数 的 函数 一 > (p)‘? 了 Eft(g,R)]，。 
现在 对 任何 rE 入， 如 果 设 

在 区 间 ( ) 的 点 ( ) 有 (9) 次 导数 的 函数 E《(0。 
(0))，(〈(0,0))) 型 函数 ， 

( (DG(CCC00)，(0)，0),0) 型 函数 ， 

在 区 间 ( ) 有 (9) 次 导数 的 函数 EC(00) ，((0,0)7)) 
型 函数 ， 
(JE(CC00)，(0))，(0,0)) 型 函数 ， 


那么 对 n+ 1 EE 入， 我 们 可 以 定义 


(18,26) 


在 区 间 ( ) 的 点 ( ) 有 (+ 1 ) 次 导数 的 函数 
E((0,(0))，((0.0))) 型 图 数 ， 具 体 定 久 为 ， 
(YX)(Yq)[q 是 有 内 点 的 区 辣 八 xE 9 一 >[ 思 是 
在 区 间 (9) 的 点 (Xx) 有 (n+ 1 次 导数 的 函数 < 一 > 
p 是 在 区 间 (9) 的 点 (x) 有 (mn) 次 导数 的 函数 
信 《p) ‘是 在 区 疗 (9) 的 点 (Xx) 有 (1 ) 次 导数 的 函 
数 ]] (+?D( DECC00)， (0),0),0) 更 昭 
数 ， 具 体 定义 为 ; 
(Yo)《Yx)CYp)[q 是 有 内 点 的 区 间 八 *+EqA 人 pp 
是 在 区 间 (9) 的 点 x 有 (n+ 1 ) 次 导数 的 函 数 一 > 
(PI TNX) = Cp) DNs 
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在 区 闻 ( ) 有 (n+1) 次 导数 的 函数 E (40)，((0， 
97) 型 函数 ， 有 c 体 定义 为 : 
(Yq59 是 有 内 点 的 区 间 一 >5p 是 在 区 闻 (q} 有 
(+1 次 导数 的 函数 <->(VxX)[xXE 9 一 >p 是 在 
区 间 (9) 的 点 (%) 有 (w+ 1) 次 导数 的 函数 22)， 
CE 0 ，、(0)，(0,0)) 型 函数 ， 满 足 
以 下 性 质 ， 
(Wg)[g 是 有 内 点 的 区 间 八 p 是 在 区 间 (g) 有 
t+ 1 ) 次 导数 的 阴 数 一 >(p) TC ft(g, RR).。 
因此 ， 根 根 $8 中 所 述 的 于 中 的 归纳 法 (8,1) ， 可 知 对 每 个 
n€E NV，(18,23) 中 的 概念 是 有 定义 的 。 这 就 较 准 确 的 完成 了 
遍 阶 导数 的 定义 ,我 们 这 么 仔细 写 出 来 、 是 为 了 便于 使 用 公设 
(5,2) ， 通 过 * 一 一 映射 把 (18,23》 ，(18,24) ，({18,25) 和 
(18,26) 转 到 a 中 去 . 又 根据 * 杂 中 的 归纳 法 (8,2)， 我 们 可 以 
对 每 个 sE *Y 定义 高 阶 导 数 。 
在 对 中， 我们 也 可 以 仿照 (18,23) 苑 (18.26) 的 定义 过 程 
进行 高 阶 导数 的 定义 .但 需 注意 ， 出 于 在 诗 ; 中 只 能 使 用 归纳 法 
《8,12)， 所 以 内 能 对 每 个 nE 和 定义 高 阶 导 数 ， 
利用 数学 归纳 法 〈8,J》 ， 在 好 有 以 下 定理 
{18, 27) 若 g 是 有 内 点 的 区 间 ，pb 在 区 间 g 有 1 次 导数 ,又 对 
任何 ?EN 入， 只 要 bp 在 区 间 9 有 n 次 导数 ， 就 可 推 得 
在 区 间 g 有 n+ 1 次 导数 ， 那 么 对 任何 mmE NN，p 
在 区 阅 9 有 m 次 导数 . 

由 公设 (5,2》， 通 过 * 一 一 上 映射， 在 * 好 成 立 以 下 定理 

《18,，28) 车 *[9 是 有 内 点 的 区 问 ] sb 在 区 间 a 有 1 次 导 
数 ]， 又 对 任何 zeE * 入 ，、 只 要 *[p 在 区 间 9 有 # 次 导 
数 ], 就 可 推 得 x*[p 在 区 间 9 有 n+ 1 次 导数 )， 于 
么 对 任何 mE * 民 ，*[p 症 人 区间 9g 肌 次 导数 ]， 
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利 册 68,12) ， 在 好 ,只 世 得 到 以 下 定理 
《18 ,29) 若 M:5e 是 有 内 点 的 区 间 ]， 戏 :2Cp 在 区 闻 s 有 1 次 
导数 2， 又 对 任何 i EN ,只 要 MCp 在 区 闻 g 有 rz 次 
导数 3， 就 可 推 得 放 ,fp 在 区 间 g 有 n+ 1 次 导数 2， 
那么 对 任何 ;x EN ,M;[Lp 在 区 间 g 有 六 次 导数 ]。 
请 注意 ， 在 (18,28) 中 ,，M 中 的 导数 是 对 任何 mE * 入 面 言 ， 
但 在 (18,29》 中 ， 衣 ;的 导数 只 能 对 m EN 而 言 。 为 了 强 调 这 
一 点 ， 所 以 把 《18,28》 和 (18,29) 详细 写 出 来 。 
以 下 讨论 菜 布 尼 区 公式。 
在 村 中 ， 莱 布 尼 区 公式 可 以 如 下 陈述 
《18,30) 车 i EVN，g 基 有 内 点 的 区 间 ，# 和 vw 都 是 在 区 间 a 
有 # 次 导数 的 函数 ， 那 么 成 立 


{HU YD) = > Cau y(n)., 
| 


由 公设 5,2》 ， 将 上 式 转 到 * 以 ， 药 布 尼 艾 如 下 表示 
C18,31) 若 r，* 入，* [9 是 有 内 点 的 区 间 ), * [2 和 zz 都 是 
在 区 间 9 有 # 次 导数 的 琐 数 ]， 那 么 成 立 


(22 二 人 
:30 


在 夺 ;,， 由 数学 归纳 法 (8,12) ， 我 们 只 能 得 到 如 下 的 定 理 
《18;32) 车? 和 EN，j1 [Cd 是 有 办 点 的 区 闻 ]，M Ca 和 2 都 是 
在 区 间 g 有 xn 次 导数 的 函数 ]。 那 么 成 立 
| BM ,Cae0)”) Ss CMV 


m=0 


请 注意 ， (18,32》 只 对 n 入 成 立 。 


819 微分 学 的 基本 定理 
众 廊 周 知 ， 在 微分 学 中 最 简单 的 是 费 马 〈Fermat) 定 理 ， 
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它 在 1 中 的 表述 如 下 
(19,1% 车 g 是 区 间 ，x 起 g 的 内 点 ，p 在 点 x 可 导 和 p(x) = 
maxptly), 那么 p (x) = 0。 


由 公设 (5,2》， 将 上 式 转 到 *M， 费 马 定理 的 表述 如 下 
(19,2) 若 g 是 区间，* [5x 蚌 8 的 内 上 后]，* 5p 宪 成 %* 可 时] 
和 p(x) = * maxp(y), Rp “(x)= 0, 
yeo 


很 凑巧 ， 在 模 : 世 成 立 如 下 的 费 马 定理 
(19,3) 大 9 是 区 冶 ， 好 ,Lx 是 9 的 内 点 J)， 肛 cp 在 点 x* 可 
导 ] 和 p(x) 一 maxzp(y), WM p’ Cx) = 0。 


在 好 :中 ， 费 马 定 理 是 可 以 独立 证 明 的 。 
在 村 中 ， 有 以 下 形式 的 达 布 :Darboux》 定 理 ， 

《19 ,47 车 gi 之 g2; 思 在 区 同 [L9i,92ai 可 导 和 p'(g1) 之 ptqz)， 
那么 对 任何 ?"， 只 要 满足 p'(g,) 二 + 之 p”(qs) ， 则 
存在 x*， 它 满足 g; < 和 xX 之 9 而 和 且 p (Xx) =f， 

由 公设 (5,2) ， 我 们 可 将 达 布 定理 转 到 * M 中 去 ， 这 个 读者 

很 容易 完成 。 这 里 仅 指 出 ， 在 于: 中 这 样 的 定理 是 没有 的 , 今 举 

例如 下 。 若 aEftst [0,B]，R。) ，B 是 让 无 限 大 ,具体 定义 

为 ， 


-x，XxEL0, Bj 上 x 是 有 限 数 ， 
x 一 如 XE[0, 刀 ] 且 x 是 无 限 大 。 


那么 4(0) =0，a(B) =0， 在 好 :的 导数 为 


一 1]，xXE[0, BJ 和 且 x 是 有 限 数 ， 
1，xE[50, BB) 且 x 是 元 限 大 . 


(19,5) a(tX)= | 


(19.6) Ma’(x) = 


于 是 Mz” (0) = ~ 1 和 Maa'(B) = 1。 如 果 取 r = 十 ， 自 然 成 立 
aa (0) <r<Na (8), 
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那么 对 任何 x*， 它 满足 0<<x 二 五 都 成 立 Ma'(x) + 二 .这 就 是 


说 在 好: 达 布 定理 不 成 立 。 
在 邓 成 立 罗 和 尔 《〈aofe) 定理 
《19,7) 攻 gj 过 qs， 了 PECCCg1,92:J)，p 在 区 间 (qi,982) 可 
导 和 p(gi) = p(gs)， 则 存在 x*， 它 满足 91 二 x 二 9 
而 且 (x) =0. 
用 公设 (5,2) ， 读 者 不 难 在 * 型 中 写 出 罗 尔 定理 , 倡 在 由; 中 ， 
罗 尔 定理 并 不 成 立 .由 (19,5》 所 定义 的 (lx) 就 是 一 个 反例 ， 
在 村 有 拉 格 户 日 (Lagrange) 定理 
《19,8) 车 gq, 之 qi，pEC(lLgis92:])，p 在 区 间 (qi;92:)〉 可 
导 ， 则 存在 x， 它 满足 9 二 Xx<<9: 而 且 
pCx) 2 £9) ~ PD 
GQ2— 41 
由于 这 个 定理 很 重要 ， 所 以 我 们 通过 公设 〈5,2》 ， 在 * 好 将 
拉 格 朗 日 定理 表述 如 下 
《19,9) 车 gi<ges， 思 和 * CCLg9i,922) * [pp 在 区 间 (gi,93) 
可 导 ]， 则 存在 *， 它 满足 2: 入 x 扩 9 而 且 
P(g2) pla 
gs— di 
在 村 ,并 没有 拉 格 朗 日 定理， 《19,5》 所 定义 的 alx) 就 是 一 个 
反例 ， 
在 几 有 柯 西 定理 
“19,10) 营 qi 之 qr，p 和 和 s EClCqi,qz])，p 和 s 在 区 间 (qi， 
az) 可 导 , 而 且 对 任何 ! 芋 是 gj<t<ga 成 立 S (将 
0 ， 那 么 存在 x， 它 满足 gl<x<g 和 
p(x) ph(g) -plg) 


s(x) So) — s (gi) 


由 ” (2X) = 
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由 公设 《5,2) ， 我 们 可 以 把 《19,10》 转 到 * 有 到， 但 在 2 没 
有 类 似 的 定理 ， “(19,5》 所 定义 的 a(x) 就 是 一 个 很 好 的 反例 。 
为 了 建立 不 定 积分 理论 ， 下 面 的 定理 在 几 中 是 十 分 重要 

的 ， 今 陈述 如 下 

{19,11) 车 qi 之 qa，pEC(Cqi,922) 和 pp 在 区 间 《qi，92) 
可 导 ， 风 成 并 以 下 结论 ， 对 任何 x 满足 qj <<X<< gz 
成 立 p’(x) = 0 其 充 要 条 件 是 存在 常数 r 对 任何 x 
满足 qj 所 XxX 扩 qs 成 立 p(xX) =r。 

由 公设 《5,2〉 ， 将 上 式 转 到 * 寻 ， 成 立 以 下 定 悍 

《19, 12) 若 gj 过 gz，PSE*ClCq，92]) 和 * [pp 在 区 间 (ciy 
ca) 可 民 ]， 财 成 立 以 下 结论 ， 对 任何 x 满 足 g 之 
x 之 qs 成 立 p"(x) = 0 其 充 要 条 件 是 存在 常数 "对 
任何 x 满足 gq 过 x 之 gs 成 立 p (Xx) = r。 

在 MM;: 中 没有 上 述 定理 ， 情 况 极 端 复杂 , 今 举 一 简 单反 例如 下 ， 

在 并 ,中 设 aEfts([50,1],2)， 在 卫 , 中 对 每 个 xC[50,1), 其 

具体 定义 为 

《19 ,13) (xX) = si1(X)., 

这 样 4 E MC ([gi,g22)， A a hl i 

个 R. 的 x E00, 成 立 对 :p(x) =0， 但 是 e(x) 在 [50,1] 

0 

Re yt a 

停留 了 。 


$20 标准 函数 在 标准 点 上 的 导数 
本 节 的 主要 目的 是 讨论 好 中 的 函数 ， 吏 确切 地 说 是 * 好 中 
的 标准 函数 的 导数 ， 把 它们 表示 为 两 个 无 限 小 量 之 商 。 
首先 ， 在 友 中 的 下 述 语 各 
‘20,1) 也 有 内 点 的 区 闻 cEb,4 在 感 5e 可 导 且 4a“(c) = 了 。 
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由 公设 《5,2)， 通 过 * 一 一 上 映射， 将 (20,1) 转 到 wy 变 为 以 

下 等 价 语句 

(20,2) * [<*# 忆 是 有 内 点 的 区 间 ]，* cE *b5b。*[C*a 在 点 
*Cc 可 导 J 且 *a’’(*c)= *f, | 

将 《16,33〉 用 到 《20,12 的 那些 假设 上 ， 在 对 ,成 立 

《20，3) ac) = 大 < >(YfICrce+rfEGyDBDpANAtSOA 是 无 
无 限 小 一 > 


事 人 (站 人 十 8 一 二 如 (如 ) 


~*f | 是 无 限 小 


由 上 面 的 结论 可 以 得 到 以 下 两 个 定理 ， 第 一 个 是 
(20,4) 若 b 是 有 内 点 的 区 间 ，c E85, 和 a 在 点 ce 可 导 ， 则 对 
任何 的 t 满 是 *c+1€ * 5 和 1 三 0 只 要 t 是 无 限 小 ， 
就 成 六 
ee 
1 
这 就 是 说 ，a’(c) 是 两 个 无 限 小 量 之 商 的 标准 部 分 。 第 二 个 则 
是 
20,5) 若 b 是 有 内 点 的 区 间 ，c E858， 又 对 任何 f 满 足 *c + 
iE *b 和 t 丰 8， 只 要 t 是 无 限 小 ， 则 对 菜 个 fER 
成 立 
* QC(#C+t)— *a(*x*c) 
si (== ee 二 f 
”那么 成 立 4 在 点 c 可 导 且 a’(c) = 了。 
这 就 是 说 ， 对 于 标准 函数 而 言 ， 为 了 求 得 它 的 导 煞 ， 只 要 取 和 
变量 的 改变 量 为 无 限 小 ， 再 求 得 相应 的 函数 将 改变 量 与 自 谈 景 
的 改变 量 之 商 ， 然 后 取 标 准 部 分 就 得 到 了 此 函数 在 标 蕉 点 上 的 
导数 ,在 这 种 意义 于 ,可 以 说 ， 导 数 是 两 个 微小 改变 量 之 高 。 


) ac 
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§21 不 定 积 分 


在 邓 ，* 午 和 好 :中 都 可 以 引入 不 定 积分 的 颖 念 .但 在 对 : 中 
记 末 没有 与 《19,11)》 相 类 似 的 定理 ， 则 情况 大 不 和 衬 同 ， 
首先 引入 反 导 数 的 概念 。 
在 及 中 车 g 是 有 内 点 的 区 癌 ,p 在 区 间 4 可 导 和 sEftlg, RR)， 
这 时 我 们 定义 
(21, 1) 2b 是 s 在 区 问 9 的 及 导数 < 一 > (Wx)[x Eg 一 > p(x) 
= s(x%)). 
通过 公 没 《5,2〉， 我 们 可 以 把 上 式 转 到 * 村 成 为 定义 * [是 
5 在 区 闻 9g 的 反 导 数 ] ,在 于 ， 庆 对 :Co 是 有 内 点 的 区 间 7， MM,[p 
在 区 闽 g 可 导 2 和 s €ft,(g,R;)， 这 时 可 定义 
(21,2) 计 ,[b 是 :在 区 间 g 的 反 导数 ]<>(Vx)[x Eq 一 > 
Mp’ (x) = s(x))], 
由 (9,12》， (18,4) 和 和 《18,8》 第 二 式 可 得 以 下 等 价 关 系 
(21,3) *#Tp 是 5 在 区 间 4 的 反 导 数 j<->pE * 了 A 作 sEsT 人 人 
M5p 是 s 在 区 间 9g 的 反 导 数 2、 
在 好 有 了 下 定理 
(21,4) 车 g 是 有 内 点 的 区 闻 ，p 在 区 间 g 林 导 ，s Eft(g， 
不 ) 和 Pp 是 在 区 间 4 的 反 导 数 ， 又 C 是 R 中 的 任意 
常数 ， 则 p+C 仍 是 ;在 区 间 9g 的 反 导 数 . 
和 由 公设 《5,2) ， 将 上 式 转 到 »* 陪 便 成 为 * 寻 中 相应 的 定理 . 进 一 
步 ， 和 根据 定义 ， 存 镍 ;也 有 一 -个 与 (21,4) 相 类 似 的 定理 . 
进一步 ， 在 村 有 以 下 定理 
(21,5) 车 g 是 有 内 点 的 区 间 ，F 和 ¥ 在 区 间 4 可 导 ，sEft 
(9 天)。92 和 9 是 * 在 区 闻 9 的 反 导 数 ， 那 么 存在 一 
个 常数 CE 呈 ， 售 得 对 任何 x€ c 成 立 
PX) = p(X) + OO, 
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由 公设 (5,2) ， 通 过 。 映射 ， 可 以 把 (21,5〉 转 到 *Y ,但 
是 在 团 , 并 没有 与 《21,5) 相 类 似 的 定理 ,例如 《19,13) 所 表示 
的 a(x)， 它 在 560, 的 于 :[ 导 数 ] 都 为 0, 但 是 a(x) 在 C0,17 不 等 
于 一 个 固定 的 常数 ， 
关于 不 定 积 分 ， 在 广 可 以 如 下 定义 
(21,6) 若 g 是 有 内 点 的 区 间 ，m9Eft(g,R)， 存 在 p 是 9 在 
4 的 反 导 数 ， 又 CER 是 任意 常数 ， 则 定义 p(X) 二 


C 是 9 在 区 间 g 的 不 定 积分 .我们 以 | wDdi 表 示 
9 在 区 间 g 上 的 不 定 积分 ， 于 是 成 立 等 式 
[epar= ps) 人。 
由 公设 (5,2) ， 通 过 * 一 一 映射 ， 我 们 可 以 把 (21,6)》 装 
到 *1， 并 且 以 * | 7G)dt 表 示 冰 数 % 在 区 间 9 上 的 不 定 积分 .在 


4 :问题 没有 这 人 么 简单 . 
为 了 在 邓 :定义 不 定 积分 ， 我 们 先 得 引入 一 个 辅助 概念 . 若 
ML9 是 有 内 点 铭 区 间 ] 和 MsCy 充 区 问 g 可 导 ]， 我 们 定义 
(21,7) MLy 是 区 问 q 的 零 导 孙 数 ] < 一 > (Vx) [XE gq 一 > 
M,yv’(x) =0],。 
这 样 ， 在 好, 可 以 如 下 引入 不 定 积分 的 概念 
C21,8) 若 肝 [9 是 有 内 点 的 区 间 ],wEftslg, RR), 计 ;[ 存 
在 p 是 9 在 区 亲 g 的 友和 导数 )， 对 任意 的 y, MLy 
是 区 间 4 的 零 导 隙 数 2]， 则 定义 p(x) + y(x) 是 Ms 


Co 在 区 间 g 的 不 定 积分 3, 我 们 以 M， | g(t)dt 表 示 
”Mc 在 区 间 q 的 不 定 积分 ]， 于 是 成 立 
M, oa = p(x) + y(x), 
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关于 不 定 积分 的 运算 ， 有 以 下 简单 的 法 则 .在 对 中 若 9 是 有 
内 点 的 区 间 ，%E ft(q,; 有 R)， 常 数 ; 丰 0， 则 成 立 


(21,9) | se(pat=s | ewar. 
又 若 0E 及 (9 下)， 则 有 
(21,10) | (yt) dt = | pdt + | var. 
关于 不 定 积分 的 换 元 法 则 ， 在 邓 表 示 为 
C21,11) 如果 [vdt= 中 (D+C， 则 


| ey) yr)dx = 


关于 分 部 积分 的 法 则 ， 在 好 表示 为 
(21,12) 若 g 是 有 内 点 的 区 间 ，4 和 和 vu 在 区 间 9g 可 导 ， 那 么 由 


| ordz 的 存在 可 推 得 

| uv dt =uy ~ {orar. 
由 公设 (5,2》 可 以 把 (21,9) ， (21,10) ，(21,11) 和 (21， 
12) 转 到 * 轩 .由 于 “|” 号 是 中 的 固定 的 符号 ， 所 以 在 *M 
中 可 记 为 。| . 

盏 于 M:， 也 有 类 似 的 公式 ， 不 过 在 与 (21,11) 相 类 似 的 换 
元 公式 中 ,常数 C 希 换 成 任意 的 y, Ms:ry 是 区 间 g 的 零 导 函数 ] 
$22 定 积分 


由 上 节 的 研究 ， 知 道 在 加 :中 仍然 可 以 定义 不 定 积分 的 概 
念 ， 但 是 与 村 中 的 不 定 积分 已 有 较 大 差别 ,但 是 在 对 ,不 能 象 在 
对 那样 普遍 地 引入 定 积分 的 定义 ， 这 是 因为 在 810 中 已 经 说 明 . 
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了 有 限 利 的 和 慨 仿 无 法 在 有 村 ;中 党 遍地 推广 .但 在 比较 狭 窜 的 意义 
下 ， 在 好 :中 仍然 可 以 习 进 多 种 多 样 的 定 积分 的 定义 .本 节 所 讨 
论 的 只 是 很 特别 的 一 种 ， 即 在 * 于 中 引入 定 积 分 的 定义 。 

我 们 知道 ，*i 果 中 的 定 积分 是 由 好 中 的 定 积分 通过 公设 
(5,2) 转换 而 来 的 ,又 中 的 定 积分 又 是 通过 分 割 ， 求 和 、 取 
极限 等 步 又 定义 的 ， 为 了 能 准确 地 使 用 * 一 一 映射 ,我 们 必须 把 
分 割 、 求 和 和 、 取 极限 等 步 又 标准 化 (于 形 式 化 ，， 才 能 准确 说 
明 分 制 、 求 和 、 取 极限 等 概念 在 * 杂 中 的 含义 。 实 际 上 ,这 是 本 
书 的 基本 方法 .虽然 在 公设 〈5,2) 中 由 * 一 一 映射 规定 了 概念 
之 间 的 对 应 关系 ， 但 每 个 概念 必须 作 具 体 说 明 . 如 果 不作 具体 
说 明 ， 则 剩 下 的 只 是 好 中 的 符号 a， 在 * 吧 中 变 成 ka， 而 * 的 含 
义 是 什么 就 不 清楚 了 ,这样 ， 就 很 难 用 这 种 理论 去 解决 具体 问 
题 。 

本 书 的 一 个 重要 内 容 就 是 系统 地 把 W 中 的 主要 概念 和 定理 
比较 准确 地 〈 半 形 化 地 ) 说 出 来 ， 由 公设 (5,2) 变 成 * 姥 的 概念 
和 定理 ， 并 且 它 们 的 具体 含义 也 同时 得 到 了 比较 准确 的 说 明 。 
然后 在 几 ; 研 究 是 否 具 有 同样 的 概念 和 定理 ， 以 进行 比较 ， 求 
得 概念 准确 . | 

用 通俗 的 话 来 讲 ， 由 讶 到 * 几 是 一 个 理论 的 翻译 工作 ， 而 
公设 (5,2) 则 是 一 个 翻译 的 原则 。 仅 有 原则 是 不 够 的 ， 必 须 把 
主要 概念 副 译 出 来 ， 并 且 有 足够 多 的 翻译 实 例 才能 使 读者 对 
*M 有 清晰 的 轮廓 。 这 是 本 书 的 一 个 方面 。 田 一 方面 ， 由 * 放 到 
以 ,必须 进行 理论 上 的 比较 ,.(6,1) 就 是 一 个 理论 比较 的 原则 . 
同样 ， 仅 仅 有 原则 是 不 够 的 ， 必 须 把 主要 概念 作出 让 较 ， 并 出 
有 足够 多 的 比较 的 实例 才能 使 读者 分 清 * 放 和 以 ; 的 异同 。 当 
然 ， 对 少数 好 辑 能 力 很 强 的 读者 ， 这 些 是 不 必要 的 。 

现在 逐步 籽 比 较 准 确 地 写 测 放 中 定 积分 的 定义 . 

关于 分 割 的 定义 。 若 gi 之 gz，#EN， 则 定义 
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.22 ,1) Dp 是 区 间 [gq1,921 的 n 步 分 割 < > 是 凡 到 RR 的 升 淆 
数 八 p(1)=g, 八 p(n+1) = ga。 
关于 步 长 的 定义 . 若 p 是 区 间 Lqi,qs] 的 n 步 分 割 ， 对 每 个 i€E 
N, 我 们 定义 
(22 ,2) Ap,= plit+1)- p01), 
称 人 Ip, 为 分 割 p 的 第 i 个 步 长 
关于 最 大 步 长 的 定义 . 若 p 是 区 间 [qi,4sJ] 的 9 步 分 割 ， 我 : 
们 定义 
《22 ,3) 人 = maxdp', 


称 I bp 是 分 割 p 的 最 大 步 长 。 
关于 点 的 选取 的 定义 。 洲 x* 是 区 间 [g1,9s) 的 n 步 分割 ， 我 
们 定义 
《22 ,4) < 是 分 割 * 的 一 个 选取 < 一 EEft(V ,RY 人 (VD) 
[EN—>x(i) ExG+ 1)), 
关于 黎 曼 (Riemann) 积分 的 定义 。 设 gi<<q2，sER 和 
9 Eft(Cgi 9 R) ,我 们 定 闵 


(22,5) 有 二 | Pp dt<e—> (Ve te> 0 一 > (a0 C8> 


0 人 和信 (YD (YX%) (YE)[x 是 区 间 [LLgs,923 的 n 步 分 
荐 人 :是 分 割 z 的 一 个 选取 人 .< 6 一 > 


PP ED) Ax; 一 引 <e]]]。 
ie1 
进一步 ， 车 gi 过 gz 和 % Eft([9i,92D; 太 ) ;我们 定义 
(22,6) 9 在 区 间 Lg;,92] 黎 癌 可 积 < 一 > 
| | “ecpdD， 

2 


因为 定 积分 的 概念 是 十 分 重要 的 ， 因 此 将 它 在 * 内 中 的 者 
达 形 式 详 细 地 写 出 来 ， 以 增 章 理 解 ， 下 面 我 们 将 由 公设 (5,2)， 
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通过 * 一 一 驶 射 ， 我 们 将 (22,1) 至 (22,6) 转 到 *M 中 去 。 
关于 分 割 的 定义 若 q 之 qr;，nE* 访 ， 定 义 
C22,7) #[ 思 是 区 间 [Cg, as] 的 ? 步 分割 ]< 一 > 六 是 *NV 到 * 尺 
的 升 函 数 2 了 八 p(1) = 工人 
pnt1)=gqgs. 
关于 步 长 的 定义 ,车 * [9 是 区 间 [eiy92 的 z? 步 分 淹 ]， 对 
每 个 iE*N， 我 们 定义 
(22,8) #2f pi= pit+1)—p(i), 
称 *Ap1 为 分 割 p 的 第 i 个 步 长 。 
关于 最 大 步 长 的 定义 ， 攻 *Cp 是 区 冶 [C91,92s) 的 # 步 分 割 我 
们 定义 
(22 ,9) *Ap= *max ssIpi, 


称 *Ip 是 分 割 p 的 最 大 步 长 。 
关于 点 的 选取 《函数 》 的 定义 。 落 *[x 是 区 间 5ai, qz 的 下 
步 分 割 2 ,我 们 定义 
(22 ,10) *5E 是 分 割 * 的 -一 个 选取 ]<>EEeft(sv 有 ) 人 
《了 站 全 一 XSD XI1)。 
关于 黎 友 积分 的 定义 。 设 gi 之 qs，s EsR 和 PP Eft(Cg,9:1> 
“下 ) ,我 们 定义 


2 | pare>cve te > 0 一 >( 避 0) 
1 


C6>> 0 入 (YD (CvYxX) (YCsCx 是 区 间 [gqy,922 的 
n 朱 分 割 ] 八 *C5 是 分 割 x 的 一 个 选 取 J 八 tIxX<<6 


二 avTX 1 一 8 


i 


<EI1D, 


进一步 ， 堵 9 <a 和 9 SS*ft(Cg1,g2],* 信 ) ,我 们 定义 
(22,12) so 在 区 间 [gi,g:] 黎 曼 可 积 ]< 一 > 
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8)CS = “| 和 (ictr。 
I 


在 村 有 以 下 简单 定理 
(22 ,13) 若 9 在 区 间 [9,;9s) 获 曼 可 积 ， 册 ]81 在 [gi,9:7 有 
上 界 . 


由 公设 (5,2) ， 读 者 不 难 将 (22,13) 转 到 *jM 去 。 
关于 可 积 函 数 类 ， 我 们 还 是 详细 讲 一 下 ， 关 于 连续 通 数 的 
可 积 性 ， 在 邓 有 以 下 定理 
《22 ,14) 车 gi 之 qs 各 PP 三 ClCgqi1,922) , 则 9 在 区 间 [91,9s2 黎 
曼 可 积 ， 
此 定理 在 *a 的 表现 形式 为 
《22 ,15) 若 g:<gs 和 0Eec(iaia])。 则 *C9 在 区 闻 Cal， 
92] 歼 曼 可 积 ]。 
关于 只 在 有 限 个 点 不 连续 的 函数 的 可 积 性 ， 在 对 有 以 下 定理 
《22,16) 车 gg, nSEN, PEft(Cg1,g2I,R), 92i 在 [9g， 
qzJ 有 上 界 ，p 是 区 间 [g,,9z:1 的 # 步 分 制 ， 又 对 任 
何 x 满 足 q1 专 x 记 q,，， 和 和 对 任 何 i E11 2+11 成 立 
X 关 PP{ 站 都 有 ww 在 点 xX 连续 ， 那 么 9 在 区 间 [gj ,gz) 
黎 螺 可 积 ， 
在 * 朵 则 成 立 以 下 定理 
(22,17) 若 gj gon NN, PEnft(Cg, gD, *R) ,wl 
竹 Cgi,9sJ 有 上 界 1]，*[p 是 区 闻 [gi,q1] 的 n 步 分 
兽 ]， 又 对 任何 x 满足 qj 志 x 志 qs 和 对 任何 i E*|1， 
n+ Ti 成 立 x 夭 力 ( 站 都 有 ace 在 点 xx 连 续 ]， 那 全 
sg 在 区 闻 [aiycz 歼 曼 可 积 ]。 
请 注意 ， 在 (22,17) 中 reE * 放 ， 也 就 是 说 ， 在 * 对 中 人 允许 的 间断 
数 昌 是 sr 中 任意 一 个 自然 数 ， 这 个 数 可 以 是 无 限 大 ， 
关于 单调 函数 的 可 积 性 ， 我 们 只 在 妈 作 简单 距 述 如 下 
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(22,18) 若 91 之 Qi, 是 L9192J 上 的 单调 晃 数 且 19| 在 C9， 
92J 有 上 界 ， 则 89 在 区 间 Cg,,9z2] 黎 曼 可 积 ， 
"此 式 在 * 计 的 陈述 ， 读 者 可 自行 写 出 ， 
男 由 ?在 C9;,9s2 黎 曼 可 积 可 推 得 |9| 在 [qi1,922 黎 曼 可 积 ， 
这 个 在 半 和 * 首 玫 成 立 . 还 有 车 ?和 Y% 在 Ccqi,49s1 歼 曼 可 积 ,C 是 常 
数 ， 则 C8，、g 土 和 PF"y 都 在 cqi,q:2 获 曼 可 积 ， 并 成 立 以 下 公式 


{22,19) | Co dat = c| Plt) dt 
1 4 
(22,20) Ee [人 (有 +t pd 
四 ] 


= | Yowar + | war. 
qd1 g1 


读者 不 难 将 以 上 性 质 在 * 好 中 表述 出来 并 自由 地 加 以 运用 . 
关于 函数 在 其 定义 域 的 子 区 间 上 的 可 积 性 ， 可 推 得 在 原来 
区 间 上 的 可 积 性 ， 在 村 表述 为 以 下 定理 
(22 ,22) 若 gi<gi，zEN，b 是 区 间 59i,92) 的 ? 步 分 割 ， 
9Efttrqi,gz] ,RR)， 县 对 任意 $5 E11 ,#| 成 立 F 在 
区 间 Cpls)，p (s+1)2 黎 曼 可 积 ， 则 9% 在 区 问 
[ary9]z 黎 曼 可 积 。 
出 公 设 (5,2?》， 上 式 在 *sM 变 为 以 下 定理 
{22,23) 若 g 之 4，nE#N，*[p 是 区 间 [9;,92:] 的 n 步 分 
割 ],¥ Cwft(Cgi,92]，*# 瑟 ) 且 对 任意 s Ex| 1 ,ni 
成 立 *C9 在 区 间 Cp(s)，pt{s+ 1)] 黎 曼 可 积 ]， 册 
*ry 在 区 闻 [oly9z] 黎 曼 可 积 ]。 
请 特别 注意 ， 在 (22,22) 中 ，nEN、 即 区 间 的 分 割 是 标准 有 限 
段 ,而 在 (22,23) 中 是 ?Ge , 即 区间 的 分 割 是 * 好 中 的 有 限 段 ， 
?可以 是 无 跟 大 。 
两 个 了 医 数 如 果 只 在 有 限 个 点 上 的 函数 值 不 同 ， 则 从 一 个 的 
可 积 性 可 推 得 另 一 个 的 可 积 性 ， 而 且 积 分 值 相等 ， 今 在 村 表述 
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为 以 下 定理 

(22,24) 车 gj<<qs，nEN,， PF 和 weEftCgy,422,R)，p 是 
区 闻 “ac23 的 * 步 分 割 ， 而 且 对 任何 x & [gi,922， 
只 要 对 任何 fE 11 ,n+ 1| 成 立 x 关 p() 就 有 W(x) 
= (tx)}， 这 样 若 8 在 区 间 [Cqi,9a22 黎 曼 可 积 ， 则 
可 推 得 $ 在 区 间 [g,,9s1 歼 曼 可 积 ， 而 且 成 立 


站 PX dX = 的 P(X dx, 
al a1 


读者 不 难 将 (22,24) 转 到 *M 。 并 且 同 样 要 注意 ， 这 时 是 对 nn € 

* 赂 ，9p 和 # 人 允许 有 ?个 点 的 函数 值 不 同 ， 而 黎 曼 可 积 性 不 变 ， 
关于 定 积分 的 定义 ， 还 须 补 充 两 点 ， 在 肝 中 

(22,25) 车 qi = gz，P Eft(Cgi,923 sy 尺 )， 我 们 规定 


2 P(X) dx = 0s 
和 和 


(22,26) 若 91 < 过 gs， PEft(Cas 1, RR) EY 在 区 启 [Gy92] 
黎 曼 可 积 ， 则 定义 


、 x)dx = 一 | ecoax， 
J2 gi 


由 公设 (5,2) 可 以 把 以 上 两 点 转 为 *M 中 的 定义 。 
以 上 是 关于 定 积分 的 定义 及 其 简单 性 质 ， 


$23 ” 定 积 分 的 重要 性 质 


本 节 着 重 论 述 定 积分 的 儿 个 重要 性 质 ， 首 先 涉 及 的 是 有 关 
积分 估 值 的 中 值 公式 。 定 积分 第 一 中 值 定 理 在 并 的 表达 形式 为 
(23,1) 车 gj 之 qz，P 和 # EftlCqi,qz] ,RR)，9 和 和 在 区 间 
[qi,92J 数 曙 可 积 ， 而 且 对 任何 的 x E [eg 成 立 
P(X) 碌 训 和 WX) 之 0 ， 则 存在 8 满足 m 所 4 

寺村 而 且 
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| PIvxI dx = | p(x) cx。 

1 dl 

午 于 这 是 一 个 十 分 重要 的 定理 ， 所 以 我 们 通过 公设 (5,2) 把 它 

转 到 * 轩 ， 并 且 把 具体 表示 写 出 来 

C23,2) 车 gi1<qz，Y 和 WE #1ft(Cgi,92) Ry，#[C9 和 全 在 

这 入/ [qi,9z:2 获 曼 可 积 ?， 而 且 对 任何 的 XE Cgi， 
92j 成 立 m 志 w(x) MM 和 ¥(x) 之 0、， 则 存在 4 满足 
m 志 4 过 必 而 且 | 


“| dw) dx -te | ec ax. 
1 Qu 


以 下 讨论 积分 第 二 中 值 定 理 . 为 此 ， 在 于，* 放 和 诗 : 我 们 
把 升 着 数 ， 降 函数 ， 非 距 函 数 和 非 升 函数 这 四 种 示 数 统称 之 为 
单调 函数 ， 又 把 两 个 单调 西数 之 差 称 为 有 界 变 化 函数 。 这样， 
第 二 中 值 定 理 在 好 的 表述 如 下 ， 

(23,3) 阁 gi qs，F 和 EftCCgi,9221;R)， 和 在 区 间 
C91,922 黎 曼 可 积 ， 又 设 8 是 Cq;,92] 上 的 有 界 变 化 
通 数 ， 则 存在 8 满足 4, 志 $s 志 q 而 且 成 立 
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PEXI PXI dX 


-va | BX) dx + 人 Cas) | ec dx,s, 
1 
其 中 8(Gi-)= 1inm2(Y) 
让 人 1 


P {gs.) 三 lim¢$ (x) a 


2 
我 们 现在 通过 公设 (5,2)， 把 这 个 重要 定理 在 * 好 的 表示 写 出 
来 
C23,4) 车 gigi, 人 YP 和 Er1t (Cg ,9 RP 在 区 
闻 [5gi,9:J] 黎 曼 可 积 ) ,又 设 sC9 是 [qi,9;:J] 上 的 有 界 
变化 溺 数 ]， 则 存在 # 满 足 g; 志 去 g;， 而 且 成 立 
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。| 。 pp(x) 荔 (xz) dx 


-v0e PXIdx +Plgs )。 {Pycax 
其 中 Ya) =*1l:mp(x)， 
XH1+ 


P(g) = *lim® (x)., 


Xd 


关于 定 积分 和 不 分 积分 的 联系 ， 有 以 下 的 微 积 分 的 基本 定 
理 ， 在 几 有 以 下 表示 


《23，5) 


车 9< xi，0cEftCr9: xD,R)，p 在 区 间 fa,x 门 歼 
曼 可 积 。 定 义 

B(x) = | wwar, 其 中 xE [gx], 那么 PEC 
《Lgq,;X1]); 而 且 对 任何 +E [Cg,x1J 使 得 2 在 点 t 连 
续 ， 则 中 在 点 1 可 导 并 成 立 @@ (1) = (tt)， 又 如 果 
2BECKCg xD)， 则 中 是 8 在 区 间 [gq,Xx1) 的 反 导 
数 ; 最 后 ， 如 果 罗 是 在 C9,x1D 的 任意 反 导数 ， 
则 


D (x) = {ears W(X) -WW(g), 这 里 XELg，, 


Xi]。 . 


由 于 这 是 微 积分 学 的 基本 定理 ， 所 以 我 们 必须 具体 写 出 它 在 
sif 的 表示 .由 公设 45,2)， 把 (23,5) 转 到 *aMf 得 


(23,6) 
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若 gs<xi，2Esft(ra,xiy* 玉 ) ，*[2 在 区 间 [C， 
% 了 TI 门 黎 曼 可 积 ]， 定 义 


D(x) = -| pdt, 其 中 xEcax 那么 中 EC 


(5g,X17); 而 且 对 任何 frE ke,xi 使 得 *C9 在 点 t 
连续 }， 则 *[ 叶 在 点 1 可 导 J 并 成 立 中 一 (有 = 9(D 


又 如 果 Y8E *C(9,xD) 则 并 中 是 & 在 [Ca,x 门 的 反 导 
数 ] 最 后 如 果 *[ 芝 是 9 在 5e;,xi 的 任意 反 导 数 ]， 
则 
中 (0) -| .9(Ddt= 更 (xz) -到 (9)， 这 里 xEre， 
Xe 
分 部 积分 公式 是 微 积分 学 中 的 重要 公式 ， 在 标准 分 析 寻 中 它 的 
表 术 如 下 
《23，77 用 Di<Caz， vw 和 BECLg9,, 92), 9 和 yy 在 区 间 [gi、 
9 可 导 ， 而 县 2 和 WEC(CC91,92:2)， 那么 成 立 
以 下 公式 
| yp’ (tdt 
qf1 
= gOF G2) 一 名 (9 有 (CI) 
| wpetpdt， 
如 2 
向 公设 (5,2)， 分 部 积分 公式 在 * 形 的 表述 如 下 
(23,8) 车 gj 之 gs， 和 EsCCg,922)，*CP 和 YW 在 区 河 
Cgqis92j 可 导 J 而 且 % “和 YW* “EwCCCgi,9a2) 那么 城 
立 以 下 公式 
a A LL 
= Ga) p90) 一 (9 区 (9i) 


2 IEG 
G2 


换 元 积分 公式 在 标准 分 析 帮 的 表示 如 下 
《23,9) 游 gj<gs 和 力 <ps, BEC(Lg, 92) ,PEft(Lp,, 
Pid, L91921), TEP) = G9 PP) 一 Gay 
包 ECCCpi bz)， 那 么 成 立 
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| pa = | yo PD dt. 
yt p! 
由 公设 (5,2) 可 得 * 必 的 摘 元 积分 公式 如 下 
(23,10) 车 q1 过 9 和 Pi 之 ps, YE * Ctlgl, gl), 
PE #ftlCp, pil, [qi, gs])， 
PP) = 4 PUP2) = 9, 
P/E C(Cp;, pa)， 那 么 成 立 
42 pz i 
* | pdt = + | pv)9 (at. 
在 标准 分 析 中 ， 泰 勒 Taylor》 公 式 可 表述 如 下 
(23,11) 若 9i<gqa，pEN， PECCCqr，92z])， 且 9 在 区 洱 
[qi，9Q22 有 n+ 1 阶 连 续 导 数 ， 加 成立 以 下 公式 ， 
Pq2) = PL +9 (91) {qs 一 91) 
9) (g1) 
11 


i (qz 一 9 


er (as —i) "dt, 
由 公设 (5,2)， 它 在 * 术 的 表述 如 下 
《23 ,12) 车 gq< 近 qz， nnE#N, PEwCCg 9) ,* fo 在 区 
闻 5g:，9s2J 有 #1 阶 连 续 导 数 ]， 则 成 立 以 下 公式 
Plgs) = Fg) + HP (gi) (9s — 91) 


"(gy a 
+ 一 一 人 一 (go 
好 # 
1 G9 
a ee A 
加 gl 


§24 ”第 二 相 内 函数 转化 为 第 
一 相 荐 数 的 两 个 定理 


第 二 相 内 函数 即 * 杂 的 函数 ， 第 一 相 函 数 即 邓 的 函数 ,满足 
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某 些 条 件 的 < 好 的 函数 可 以 诱导 出 相应 的 寻 中 的 函数 .这 一 点 很 
重要 ， 因 为 有 了 这 个 桥梁 就 可 以 把 M。 中 的 内 容 转 到 好 中 来 ， 
象 这 样 的 转化 定理 才 是 对 :的 核心 内 容 。 
首先 介绍 如 下 的 定理 
C24,1) 设 1. og, bE RHo<b; 
2. gEeft(tr¥a,， <*b]，*R) 且 对 任何 yECeay 
se 站 成 立 9(y) 是 有 限 数 ， 
3. 对 任何 x 和 a 满 是 XC Co, #5],，X+QE [say 
so 和 2 是 无限 小 ， 则 成 立 9(x+c) 一 g(x) 是 无 
限 小 ; 
4. jEft(ca， 5;，R)y， 且 对 任何 x*E [oo，2 成 
立 
f(x) = st(9C#%x)), 
则 可 推 得 ECCta， 拉 ) 且 对 任何 YEC#a，*03 
成 立 
*j(y) -9(y) 是 无 限 小 。 
这 个 定理 是 在 * 必 的 阔 数 9 上 加 了 一 些 Ms: 中 的 条 件 就 诱导 出 了 
邮 的 函数 了 
证 明 , 首 先 证 明 前 面 一 个 结论 ,用 反 证 法 . 鞍 f FCl[o, 6))， 
则 窑 在 hE 5， 的 ，F(x) 在 点 pz 不 连续 ， 即 存在 e> 0 和 AEft 
(M，[a, 的 ) 并 使 得 
{24,2) lim A(n) = 上 
利 对 任何 #E 六 成 过 
《24,3) Fo) 一 上 (1 之 2e。 
让 公设 (5,2)， 将 上 式 转 到 * 放 ， 刚 对 任何 #8 万 * 玉 成 立 
(24,4) [ef (nACln)) —#f (eh) | 2se, 
由 于 和 是 x 入 的 了 了 集 ， 所 对 任何 % EN, 成 立 
(24,5) J9(rA(n)) — g(#h) Ye。 


现在 在 * 好 定义 集合 后 ，BECsw， 具 体 含义 是 
(24。6) nCEB<—>|g(#1(n)) — go(#h) | Ze。 
由 (24,5) 和 “24,6》 不 准 看 出 放 ,CC_B8. 由 于 VN, 不 是 sM 的 和 集 
合 ，B 是 *MM 的 集合 ， 故 入 ,不 会 与 B 相 等 ,由 此 推 得 存 症 #4.EB 
且 # 个 ( 故 四 是 正 无 限 大 》 使 得 
(24,7) [oC ACn)) 一 了 (Cr 大) | EPE 
但 由 (16,36》 和 (24,2) 可 得 #4(m) - 由 是 无 限 小 ， 故 由 第 
3 的 条 件 得 
(24,8) g(s 和 (m1) -gl* 有 i) 是 无 限 小 .因而 与 (24,8) 矛 盾 。 
压 f C Cl[a,b). 
现在 证 明 后 面 一 个 结论 。 
了 到 任意 的 xE Ca, 如 和 任意 的 YEmon(*x) 且 YEE#a,，*b]， 
那么 成 立 不 等 式 
C24,9) lr+fCy) -gy) | f(y) 一 Cex)| 
+ |*#f (Cex) — gux) [+l gtx) —- gly)|。 
山 于 f ECCra, 妇 ) 和 (16,33) 可 推 得 
(24,10) j* f(y) - *f(x)} 是 无 限 小 
由 第 4 个 条 件 可 推 得 
(24,11) |* fCex) -g(xx) | 是 元 限 小 。 
由 第 3 个 条 件 可 推 得 
(24,12) lgG*x) -gly) | 是 无 限 小 ， 
政 由 (24,9)，(24,10) ，(24,11) 和 (24,12) 推 得 对 任何 y [Cxa， 
* 成 六 
(24,13) * f(y) -9g(y) 是 无 限 小 。 
定理 《24,1) 证 完 . 
现在 介绍 村 ;中 的 另 一 定理 
(24,14) 设 1. 0o, bEREa<b; 
2, gE *ft(C#G, ea *R) 日 对 任何 yE 
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C*a，x 的 都 有 9(7) 是 有 限 数 ， 
3.。 FEft([o， 的 ， 玉 ) 且 对 任何 EEC， 的 有 成立 
fx) = st(g( * x)), 


4。* [9 在 区 间 [*a，“* 思 可 导 且 9” E*C 


(CC#a, «* Oi); 

5。 对 任何 yEEC*a、* 总 成 立 
9” (y) 是 有 有限 数 ， 

6。 对 任何 y 和 a 只 要 满足 YEC*a，*6，y+ 
aEr*0G,，* 殷 和 a 是 无 限 小 ， 则 成 立 
9 《xX+Q) -g(x) 是 无 限 小 ， 


7， 定义 六 EftfCe， 上 0， 五 ) 它 的 具体 表示 为 


fi(x) =st(g" (x)), xE ab); 
那么 对 任何 xEGCa 的 成 立 
f'(x) = fx) 


本 定理 是 由 * 好 的 可 导 函 数 9， 在 满足 Ma 中 某 些 条 件 时 就 


导出 了 寻 中 的 可 导 困 数 睛 . 
证 明 ， 由 定理 (24,1) 知 f, E C(ta,5)， 
仿 
(24,15) fs (Xx) = [fiarr fo), 


则 f, EC(Cta,b) 和 fz (x) = f(x). 
又 由 本 定理 的 假设 4 种 微 积分 学 基本 定理 (23,6) 可 得 


24,16) IgVY) = #* | 9 (jdt+o(l*a). 
用 公设 (5,2) 将 (24,15) 转 到 * 必得 

v 
CE | A 


由 (24,17) 减 去 (24,16) 得 
(C24,18) « fly) gy) = f(a0)- gC(*#0) 


了 了 


A 


+ | ef -9g WYdt, 


击 定 理 (24,2 知 

(24,19) * Fi 一 9g， (1) 是 无 限 小 ，。 

出 本 定理 的 第 3 条 件 得 *C* 9a) -9g(*a) 是 无 限 小 , 故 由 (24， 
18) 可 推 得 


《24 ,20) say 一 9 是 无 限 小 。 
再 者 ， 我 们 有 估计 式 
{24,21) lg(y+ 90) ~-g(»y)| 


lg(y+a)— «f(y+a)| 
tisfalyto) — fay I + i * fy) 
-g(»y)!. 
:利用 (24,20) 知 
(24,22) lgty+ 90) 一 * f(y+ 4)| 是 无 限 小 ， 
《24,23) | * f(y) 一 g(y)| 是 无 限 小 。 
山 (24,15) 易 知 f:ECCCa, 科 )， 故 当 g 是 无 限 小 时 成 立 
"(24,24) | f(y+a) ~ *f 了 f(y) | 是 无 限 小 。 
党 合 (24,21) 至 (24,24) 的 讨论 ， 我 们 得 以 下 结论 
24,25) 对 任何 y 和 292， 内 要 y EC*0,*6],yt+acrl*a, 
* 岂 和 a 是 无 限 小 则 成 立 gl(y+) 一 9g(y) 是 无 
限 小 . 
这 样 ， 由 定理 (24,1 杂 E Crca,b2) 利 
{24,26) "f(y) -gly) 是 无 限 小 ， 
笛 (24,20) 和 (24,26) 知 
(24,27) * f(y) 一， 了 f(y) 是 无 限 小 . 
由 于 fz 和 f 都 是 标准 通 数 ， 因 此 在 衣 成 立 
(24,28) fx = fx), xETo,b, 
注意 到 (24,15) 我 们 有 f(x) = f(x) .定理 (24,14) 证 完 。 


了 了 2Z 


$25 ”标准 函数 在 标准 区 间 上 的 定 积分 


本 节 讨 论 的 中 心 问 题 是 把 到 中 的 定 积分 通过 * 及 中 的 有 限 
和 来 表 示 。 
在 好 有 以 下 定理 
(25, 1) 车 5 之 b,，g 在 区 间 [61,6,] 黎 曼 可 积 ， 又 T = 


b2 
oD dt， 则 成 站 以 下 结论 ， 
(Vete> 0—>(30 C60A (Yn) (vx) (v8) 


[x 是 区 间 [561,642 的 1 步 分 糊 八 5 是 分 加 x 的 一 个 选 
取 八 -了 .<G 一 一 > 


| > g (E20) LAxXi 一 <e]]]， 


宙 (22,5) 和 (22,6) 不 难看 出 (25, 二 是 正确 的 。 
与 436,33) 类似 ， 在 邓 : 有 隐 下 定理 
《25 2》 若 B,<<bs， 9 在 区 间 F5b 52 化 曼 可 积 ， 又 了 = 


b2 
| 90541， 则 成 立 以 下 结论 ， 


对 任何 x,x 和 5,* [x 是 区 间 [5.,5s2 的 2 步 分 割 ]， 
*[ 羽 是 分 类 * 的 一 个 选取 2 ， 只 要 * A 是 正 


无 限 小 ， 则 成 立 st(* 3 ，g (& (3)) -yx ) 
= 了 了 。 
这 就 是 说 ， 积 分 |， g(0)ai 是 。 汉中 函数。g 的 (。5< 有 限 的 2) 
和 
» 5) sg(E()) + An 


的 标准 部 分 
如 果 分 出 是 均匀 的 ， 则 在 以 :有 以 下 定理 
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(25,3) 若 5, 之 Bb,， 9 在 区 间 55 520 黎 曼 可 积 ， 又 了 = 
| gcpae wnE 。N 且 w 是 无 限 大 ，，[6, 是 区 间 


C*b,* 65 的 mw 步 分 割 ]， 而 且 对 任意 mE |1,n+ 

1| 成 立 b, (1m) = 。 bt cm 1); 又 设 

刀 是 分 割 5, 的 一 个 选取 ， 则 成 立 以 下 结论 : 
“A 天 限 小 ， 而 


LL ?2 


这 就 是 说 ， 在 均匀 分 割 的 条 件 下 ， 只 要 分 市 的 步 数 呈 是 * 疼 中 
的 无 限 大 ， 型 中 的 积分 就 可 以 用 * 及 中 的 (* [有限 的 ]) 和 来 表 
示 ， 


有 st(* BS «+098, 0D) # oo) = 了 
二 
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第 五 章 “” 初 等 图 数 及 其 图 象 


通过 二 、 三 、 由 章 的 讨论 ， 我 们 把 微 积分 学 的 基本 概念 和 
结论 在 ，“*“ M 和 好; 中 的 异同 进行 了 比较 分 析 ， 现 在 我 们 对 
* 和 M, 有 些 大 致 的 轮 廊 了 .但 是 我 们 对 标准 分 析 的 了 解 ， 除 
了 基本 梳 念 之 外 ， 就 是 对 很 多 具体 函数 的 分 析 表 示 和 见 何 图 象 
进行 了 深入 的 研究 .由 于 把 基本 概念 和 具体 函数 的 研究 互相 结 
合 ， 才 使 得 标准 分 析 圭 富 多 彩 . 如 同 演戏 一 样 ， 有 了 独 台 还 要 
有 演员 ， 初 等 函数 就 是 我 们 的 第 一 批 演员 。 本 章 的 主要 只 的 是 
全 究 * 于 中 的 初等 函数 及 其 图 象 ， 特 别 是 从 好 :中 无 限 大 和 无 
全 小 的 观点 ， 来 考察 这 些 图 象 的 特点 。 这 些 图 象 的 确 有 些 令 人 人 
深思 之 处 ， 

作为 一 个 附带 的 收获 ， 通 过 对 初等 函数 的 图 象 分 析 ， 对 引 
入 了 无 限 大 和 无 限 小 之 后 的 空间 形式 的 特点 也 有 了 一 定 的 了 
解 . 

不 少 朋友 对 单子 (或 星系 ) 的 边界 很 有 兴趣 ， 作 者 在 8 30 
中 作 了 讨论 . 


8$26 ”指数 饼 数 和 对 数 函 数 


我 们 知道 ， 在 扩 中 指数 函数 以 e "来 表示 ， 那 么 按照 公设 
(5,2》 的 规定 ， 在 * 邓 中 可 以 * (e” ) 表 示 指 数 函 数 .但 仅 仪 这 
样 从 符号 上 加 以 区 分 是 不 够 的 ， 我 们 必须 给 出 一 种 具 , 体 的 解 
释 ， 使 符合 于 学 过 标准 分 析 的 读者 的 习惯 和 站 党 . 
1 首先 研究 数 e 在 闻 中 数 e 的 一 种 定义 方式 是 


(26 ,1) e= lim a 


Fat! 
由 公设 (5,2)， 通过 要 一 一 映射 在 。 MM 中 数 e 的 定义 可 表 为 
(26,2) #C= #* lim* i -1 


ne fg fs ~ 


在 (26,2) 中 ， 右 端 符号 “* lim” 在 315 作 了 解释 ，“* 之 ”和 


“1” 在 810 作 了 解释 ， 因 此 它 的 左 端的 数 *e 也 就 有 了 了 明 确 的 
定义 . 
2. 指 数 函 数 ”在 内 中 指数 函数 的 一 种 定义 为 


(26,3) ex = eXDb《X》= lim 也 


由 公设 (5,2)， 通 过 * 了 映射 ， 在 *sM 中 相应 的 定义 为 
《26 ,4) # (Ee*) = wexp(X) 


= * lim™ py A 
na Fe 了 素 了 
在 (26,4) 的 右 端 ， 符 导 * (x") 已 在 $310 解释 过 ， 其 它 符 号 含 
义 与 (26,2) 相 同 ， 因 此 它 的 左 端 也 就 有 了 定义 ， 
3. 对 数 函 数 ”在 邓 中 对 数 函 数 可 定义 为 指数 函数 的 反 画 
数 ， 即 
C26,5) y= lnx<—>x= exp(y), 
用 公设 (5,2)， 在 * 于 中 对 数 晃 数 可 定义 为 
《26 ,6) Y= #1lnxX<—>X= *#€Xp(y), 
由 于 符号 “aexp” 在 (26,4) 中 作 了 解释 、 所 以 (26,6) 的 左 端 
有 明确 定义 。 
4. 任 意 底数 的 指数 函数 和 对 数 函 数 ”在 邓 中 设 近 0 和 f 灰 
1 、 我 们 可 以 引进 以 下 两 个 定义 
(26 .77 i* = explxilnt} 
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(26;8) log,x -= 
《26 ,9》 * (17) = aexp(x*slnt) 
(26,10) slogx= Te, 
5, 导 数 和 不 定 积分 公式 ”关于 指数 函数 和 对 数 函 数 的 导数 
和 不 定 积分 在 村 有 以 下 简单 公式 


{26,11) exp’ (x) = cxp (lx), 


《26,12) 洲 x 访 0，I[n/(x) = pi 


(26,13) | exp dx = exp tx) + CO, 


(26,14) | 1 
通过 公设 (5,2) ， 在 * 对 相应 的 导数 和 积分 公式 如 下 
C26,15) * ExXp”’ (xX) = *exp (xX), 


26,16) 若 x>0, *1n*’ (x) = 


了 
x 
(26,17) 让 expcoadz= rexpex) 了 二， 


(26,18) =» | 了 


= #1nNx+ 人 OO。 


(26,15) 至 《26,18) 是 * 村 中 最 初等 的 求 导 公式 和 积分 公式 ， 
熟悉 一 下 这 些 符号 和 公式 是 有 好 处 的 。 
注意 (26,13) 和 (26,14) 右 端的 常数 C 是 忆 中 的 任意 数 ， 
《26,17) 和 (26,18) 右 端的 常数 CC 是 x*R 中 的 任意 数 ， 


137 


$27” 双 曲 沟 数 和 帘 消 数 
在 讨论 了 指数 函数 之 后 ， 就 很 容易 定义 双 曲 函数 和 短 通 数 
了 。 因 为 它们 是 基本 的 初 缮 隐 数 ,所 以 花 一 定 的 籍 幅 来 叙述 。 
1. 双 曲 项 数 ”在 太 中 双 曲 函数 可 以 通过 指数 函数 定义 如 下 


(C273) ehlx) = {exp(x) +exp( ~x)}, 


(27,2) sh (Cx) = (expC) ce 


而 县 成 立 记 下 约 导 数 和 积分 公式 
27,8) ch’(x)= shtx), 
(27,.4) sh’(x) = ch(x), 


(27,5) | PR Te eR 
C27,6) | hdx= sh +C, 


在 (27,5) 和 和 (27 6) 中 CC 是 瑚 中 的 任意 常数 。 
包公 说 (5,2) ,把 上 述 六 式 转 到 * ,次 先 得 至 * 末 市 关于 观 
有 曲 函 数 的 定义 
《27:?)》 sch{xy = {sexpl) + exXh{ ~— XR)}, 


《27，8) #Sh(x) tt 


2 
忌 及 相应 的 导数 公式 和 积分 公式 
C27,9) aeh x) = shx}, 
《27 10) wsh™ (x) = wch{x), 


(27,11) * rsh dx = ey 
{27, 12) 讲 | sech(xIdx = ssh(x) + Cs, 
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在 (27, 11) 和 (27,12) 中 C 是 * 尺 中 的 任意 常数 。 

2,. 备 函数 ”请 回顾 (26,7) 和 (26,9)， 通 过 指数 函数 我 们 在 
+0 时， 在 计 定 义 了 遂 数 1* ， 在 *M 定 义 函 数 s (7 ) .现在 作为 
等 函数 研究 时 ， 我 们 必须 换 一 下 变量 的 符号 ， 写 成 以 下 形 式 。 
在 好 中 害 通 数 为 
《27, 13) xX"”， 其 中 x 半 0，&ER. 

在 * 人 等 蚤 数 则 为 

C27, 14) *(x*)， 其 中 x 之 0，&Ex。 
相应 的 导数 公式 为 

《27, 15) (xX) 一 CWe1 

《27, 16) W(X) = Aux 1), 
当 2 二 - 1 时 ， 成立 以 下 积分 公式 


a+ 


(27, 17) | WR 


多 二] 


人 十 也 
《27。18》 和 * | .ea = ba ET 
C+1l 


$28 ”多 项 式 和 有 理 式 


多 项 式 和 有 理 式 是 最 重要 的 初等 函数 ， 为 了 说 清 它们 的 性 
质 ， 我 们 以 C6 表 示 复 平面 . 
1. 多 项 式 ”在 及 中 nw 次 (nEN)》 多 项 式 的 表示 为 


{28, 1) PP, {x) = gs 

其 中 ac ft ( 非 负 整数 染 / ;,，G&) 有 aln) 0. 请 注意 ， 这 里 a 是 
任意 的 ， 变 量 xE GCG, 由 公设 (5,2)， 将 上 式 转 到 *M, n(nEsN) 
次 多 项 式 的 定义 为 


739 


{28, 2) P(X) =#* Son n(x™), 


m= 从 


其 中 a Ex#ftCe7 .#6) 自 a(m) 夺 0， 这 里 6 是 任意 的 《实际 上 是 
变量 ) ， 变 量 x EE #@， 
由 (27,15) 和 (27, 16) 我 们 可 以 得 到 导数 公式 


(28,3) Pi(x) = Dmal(m)x"™™, 


三 1 


(28,4) P'’(xY =# > hintm a(x 1}, 


meal 


由 27,17) 和 C27,18) 得 积分 公式 


现 十 1 

* 
CC, 
m= 


~ Ut{m) 
(28,5) | Pt ax = »> 


GOT) 
G28,6) [Pdr= STi") +C. 
0 


在 (28,5) 中 CER, 在 (28,6) 中 CE*R. 

2. 有 理 式 ”定义 了 多 项 式 之 后 可 以 把 有 理 式 定义 为 两 个 多 
项 式 之 商 :在 了 肛 若 R(X) 是 n 次 多 项 式 ，Qn (xX) 是 m 次 多 项 式 ， 71， 
mEN， 风 


P,(x) 
(28,7) Da) 
是 许 中 的 有 理 式 . 


类 似 地 ， 在 * 革 车 P(x) 是 x 次 多 项 式 ，QnCx) 是 所 次 多 项 
式 ， 人 站》 mEs#IN, 出 


Puay. 
{28, 8) Os 
是 *M 的 有 理 式 ， 


3,. 关 于 多 项 式 的 根 在 好 有 以 下 定理 
(28,9) 若 nEN，P,(x) 是 tt 次 多 项 式 ， 首 项 系数 a (rn) = 1y 
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则 存在 2E fi*|1,1!, CG) 使 得 
P(x) = I Cw AC Y, 


由 公设 (5,2)， 将 上 上 式 转 到 * 六 ， 有 以 定理 
(28,10) ”车 n Cs 入，P,(x) 是 nn 次 多 项 式 ， 首 项 系数 a (n) = 
1， 则 存在 4E*ft(#|1,8|,*G) 使 得 


Diy IT es 
注意 ， 在 (28,10)# 可 以 是 无 限 大 . 


829 三 角 函 数 
在 标准 分 析 中 ， 余 纺 函 数 可 定义 为 
> 
29, 1) COSX = lim 之 (2 1 ba 
在 * 诗 中， 余弦 函 数 休 定义 为 
下 ey [I 
(29, 2) 款 COSY 二 于 11171 闪 5 pr 
在 中 正弦 鲨 数 可 定义 为 
下 三 这 i 
(29, 3) sinx = lim > 人 I i 
在 * 双 中 正 艾 王 数 可 定义 为 
三 (—1): ; 
(29,4》 *sinx =*lim* 之 1 Sls 


在 用 中 有 以 下 简单 的 导数 和 积分 公式 
(29,5) COS X= — Sid%, 
C29, 6) Sin“X = coOsX, 


(29,7) | sinxdx = -cosx+C, 
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a 


(29, 8) | cosxdx = sinx+C, 


在 (29,7) 和 (29,8) 中 CER. 
用 公设 (5,2)， 把 以 上 四 式 禾 译 到 * 术 有 以 下 导数 和 积分 公 


式 
(29,9) *#COS" X= —*¥51lX, 
{29, 10) *Sin* X=#COSX, 


《29,.11) * | rsinxdx = —#cCOSX + 


(29, 12) “| .cosxdx = osinx +C, 


在 (29,11) 和 《29,12) 中 CEsR。 
至 于 三 角 画 数 的 其 它 内 容 可 以 类 似 地 讨论 ， 


$30 分 层 坐 标 系 和 狄 特 金 分 划 


到 上 节 为 止 ， 我 们 已 把 村 ，*MM 和 以 ,中 主要 的 分 析 概 念 进 
行 了 讨论 和 比较 , 又 把 最 重要 的 初等 函数 在 村 和 * 必 的 表示 写 
了 出 来 ,现在 ， 我 们 对 两 相 微 积分 的 面 通 已 经 比较 具体 了 ， 

从 本 节 开 始 ，、 我 们 讨论 一 下 中国 数 的 几何 图 得 ,或 者 
说 是 讨论 在 引入 了 无 根 大 和 无 限 小 之 后 的 空间 形式 ， 而 通 讨论 
简单 函数 的 图 象 将 这 样 的 空间 形式 的 特点 表示 出 来 。 

首先 在 好: 可 入 以 下 商 个 定义 
《30, 1) 车 YEsR，bE* 刀 有 0>>so， 称 y 属于 以 x 为 中 心 和 

以 6 为 单位 的 星系 ， 记 作 
yEgallx, b), 
如 果 存 在 xnENWV 使 得 !y -x|<nb，。 
{30. 2) 蔡 x4a 有 ，bE* 开 及 >*o， 称 y 属 于 以 zx 为 中 心 和 
以 8 为 单位 的 党 子 ， 记 作 
yEatom(x.b), 
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如 果 对 任何 XC A 成立 |y 一 x| eo 


以 下 建立 分 层 举 标 系 。 
首先 在 直线 ! 上 取 原 点 0o， 规 定 正方 向 ox ， 然 后 在 正 方 向 
ox 上 上 到 点 名， 并 以 oa 为 单位 建立 坐标 系 {oxyeo}. 
请 注意 ， 现 在 我 们 的 直线 /代表 * 及 ， 即 为 第 二 相 的 实数 
线 .我 们 在 o 与 和 之 间 取 点 8 使 得 obg/ops>>o， 以 ob 为 单位 可 建立 
为 一 些 标 系 {05,68}， 特 别 使 人 感 兴趣 的 是 当 
C30, 3) ob/obo 是 无 限 小 。 
进一步 ， 我 们 可 以 在 如 的 正方 向上 取 点 38 满足 08,/08B >>o， 
以 0oB 为 单位 建立 举 标 系 {o 承 ,B}， 特 别 有 兴 趣 的 是 当 
(30,4) opcelo 了 是 无 限 小 。 
这 样 ，{o5,6}，{ox, bj 和 {foX, 2 就 构成 了 三 层 的 分 层 
坐标 系 。 特 别 当 (30,3) 和 (30,4) 成 立时 就 构成 了 其 无 限 比 值 的 
三 层 坐 标 系 ， 我 位 以 下 面 的 图 形 表 示 。 


diomtooh) aromt{o,oh) atomto,on) 


Aal (oOb)Y gallto,ol) aio,oF) 
图 (30,5) 


在 图 (30,5) 上， 相对 于 原点 0 而 言 ， 对 于 每 个 单位 ， 既 有 
一 个 原子 ， 也 有 一 个 星系 ， 如 atcm(oy pb 表示 以 o 为 中 心 和 
芭 op 为 单位 的 原子 ，galif(oy ob) 表示 以 o 为 中 心 和 了 以 cb 为 单位 
的 星系 ，atom (0, obo) 表 示 以 o 为 中 心 和 以 ob 为 单位 的 原子 ， 
galit0, 0bo 中 表示 以 o 为 中 心 和 以 op 为 单位 的 时 系 ， 等 等 。 

注意 1 gal(o,ob) 是 xtom(oyopbu) 的 真子 集 ,atom(oy op) 
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是 gal(oyob) 的 贞 子 集 ，gal(oy op) 是 atom(o.o) 的 真子 集 ， 
等 等 

注意 2” 如 有 洒 以 多 表示 gal(o0,05) 的 上 界 所 组 成 的 集合 ， 又 
今 , =wRN 史 , 则 .o 是 一 个 有 上 界 而 无 上 确 界 的 集合 ， 租 是 一 
个 有 下 界面 无 下 确 界 的 集合 . 

现在 到 间 ， 是 耕 能 让 充 一 个 新 的 数 作为 . 必 和 才 的 分 界 ， 这 
样 就 可 以 使 得 .有 上 确 界 《〈《 即 gai(oyob) 的 正方 向 的 边界 ) 和 
弛 有 下 确 界 ， 因 而 使 得 完备 性 公理 仍然 活用 ? 但 这 样 会 引起 新 
的 困难 .如 果 我 们 引入 一 个 新 的 数 ? 裘 示 . 注 和 乡 的 分 界 ， 则 会 
破坏 有 关 数 的 四 则 运 算 的 法 则 和 破坏 有 序 域 的 公理 . 

例如 由 于 ?是 gal(o,06) 的 正 边界 ， 我 们 应 规定 ?之 0. 另 一 
广西 ， 我 们 必须 使 它 符合 兽 通 实数 的 性 质 ， 今 阐述 如 下 ， 

若是 实数 ，b 是 实数 ， 叉 令 

A={x|xE RAx<a} 
B={y|lyERAX<b} 
C={fzlz=x+yANAxE4dAN 人 yyEDB)}， 
那么 成 并 0 是 4 的 上 确 界 ，5 是 8B 的 上 确 界 和 a + 5 是 C 的 上 确 界 。 
当 在 *R 上 补充 了 ?之 后 ， 我 们 定义 
= {xix EsRAXTP} 
PB={z2lz=x tyAxXEN AvyER,}, 
侧 应 成 立 ? 是 乡 的 上 确 界 和 y+? 是 多 的 上 确 界 . 另 一 方面 , 出 定 
义 得 党 = 绢 ， 故 P+?=7?. 即 成 立 27 = 7 了 .又 由 于 ?之 0. 故 推 得 
2=1. 

以 上 说 明 ， 我 们 定义 的 这 个 新 的 数 ? 玻 坏 了 完备 有 序 域 的 
公理 ， 

更 广泛 地 ， 我 们 还 可 以 提出 下 面 这 样 的 问题 。 狄 特 金 曾经 
成 功 地 通过 有 理 数 集 Q@ 的 分 划 来 定义 标准 实数 线 ， 那 么 我 们 
可 不 可 以 依 样 画 葫芦 ， 通 过 *@ 的 分 划 来 定义 * 丸 呢 ? 或 者 更 进 
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一 步 地 河 :， *Q 的 分 划 会 梅 成 些 什 么 豫 ? 
类 侯 地 ， 我 们 把 *Q 分 为 上 下 两 组 .2 和 少 , 即 成立 
C30,6) *Q 二 .4 |] 多， 门 放 =$ 并 对 任意 的 XE 和 和 yE 
省 成 立 X 之 y。 
我 们 称 .2 和 . 泥 移 成 *@ 的 分 划 ，. 允 为 下 组 ， 喀 为 上 组 。 
那么 ，*Q 的 分 划 可 以 分 为 两 大 类 ， 
第 1 类， . 岁 有 最 大 或 茹 有 最 小 有 理 数 。 
第 2 类 : . 史 无 最 大 网 时 ,和 无 最 小 有 理 数 。 
仿照 $ 12 中 关于 * 六 的 六 分 解 的 讨论 ， 关 于 第 2 类 分 划 ， 
我 们 有 以 下 定理 
《30, 7) 若 sZ 和 家 构成 *@ 的 一 个 第 2 类 分 划 , .oz 为 下 组 ， 


多 为 上 组 , 则 以 和 儿 可 分 解 为 2 -Log 到 二 


和 B,， 其 中 {oY ,,nEN} 两 两 不 相交 ， 而且 对 任意 i 
之 j， X.Y ;和 yE.% 成 立 X 之 y 又 {好 ,nNj} 
两 两 不 相交 ， 而 且 对 任意 的 f<7，x%E 更: 和 >yE 
:二 并 YX 
此 定理 的 证 明 从 略 . 
根据 定理 (30,;,7)， 我 们 构造 两 个 函数 vw 和 #，% Efts( 信 ， 
0) ,由 EftoAN, 3) 对 等 个 FEN ,定义 9 (i) EY 和 WE 1， 
那么 p 是 由 六 到 .oz 的 升 男 数 ，u 基 由 六 到 :入 的 降 函 数 。 并 且 对 任 
何 xE. 好 存在 IE， 使 得 x<p 人 iD， 又 对 任何 y 6E 字 存在 i EN， 
使 得 y 之 (7)。 
根据 上 面 的 结果 以 及 § 12 中 关于 * 六 的 六 分 解 ， 进 一 步 可 
识 证 明 ， 存 在 函数 p 和 g, MHz:fp 是 由 六 到. 吧 的 升 通 数 ]，M。 Lg 
是 由 六 :到 朋 的 降 函 数 ]， 并 且 杂 任何 xE. 存 在 fiE: 使 得 x 过 
Pi)， 又 对 任何 y€ 党 存在 i EN; 使 得 y 二 gq(j)。 
现在 令 


了 45 


(30,8) r=[ 1p) gn)), 
PE 
不 难看 出 以 下 等 式 
(309)  * Q=( LU {x x<p mm)U 


MENS 
(Ui {4 «> (x)}). 


由 此 可 以 看 出 ，* Q 存 在 一 个 第 2 类 分 划 .xf 和 人 多 ， 则 存在 
一 个 由 (30,g)》 所 表示 的 r， 其 中 Ma:Cb 是 由 N 到 *@Q 的 升 函 
数 ]，Mare 是 NW 到 * Q 的 降 函 数 ]， 使 得 (30,9) 成 立 ， 而 旦 
有 pf(mD<aq(a) .反之 亦 然 、 
在 上 上 一段 揭 结论 部 所 叙述 的 性 质 之 外 ,如 果 进 一 步 设 (30， 
8) 石 端的 p 和 和 g 满 足 
C30,10) Melim (g(r) ~ pln) = 0, 


则 “(30,8》 中 的 r 是 村 ,中 的 预备 数 ,如 果 (30,10) 不 成 立 ， 则 
称 7 是 * Q@ 的 纯 分 划 ， 
这 样 ， 有 理 数 集 * Q 的 分 划 可 以 如 下 分 类 
1 . 


纯 分 划 
C30,11) * QQ 的 分 划 ? 《是 否 存 在 * 卫 的 第 二 
预备 数 类 分 划 》 。 
* 已 的 数 。 


显然 ， 纯 分 划 中 包括 了 星系 和 原子 的 边界 .如 果 把 纯 分 划 
作为 数 的 新 成 员 引 入 ， 可 以 保 圭 数 的 顺序 性 和 数 集 的 完备 性 
(有 上 界 则 有 上 确 界 ) ， 但 会 破坏 有 关 数 的 四 则 运算 的 法 则 ， 
这 样 的 新 数 系 将 不 再 满足 有 序 域 的 全 部 公 到 ， 这 对 于 微 积 分 学 
的 构成 将 带 来 极 大 的 困难 .如 上 所 述 ， 将 成 立 P+?y= ”， 于 是 
减法 和 除法 将 成 为 不 定型 ， 导 数 就 确定 不 了 .如 果 不 是 为 了 微 
积分 学 而 是 为 了 其 它 的 目的 ， 不 要 求 扩 大 后 的 数 系 成 为 有 序 
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域 ， 那 就 起 出 了 本 书 的 讨论 范围 。 

至 于 。R 与 M, 的 预备 数 的 异同 ， 本 书 并 没有 完全 摘 清楚 ， 
在 《30,11) 中 打 了 一 个 大 问号 。 

最 后 ， 我 们 再 来 明确 一 下 .如 果 我 们 把 * Q 的 所 有 分 划 当 
作 新 的 数 系 ， 则 四 则 运算 的 规律 会 章 到 破坏 ， 新 的 数 系 不 会 构 
成 一 个 有 序 域 ,为 了 保持 新 的 数 系 是 一 个 有 序 域 ， 我 们 不 得 不 
把 纯 分 划 去 掉 ， 从 而 只 删 下 了 对 ,的 预备 数 ,它们 构成 有 序 域 ， 
但 破坏 了 完备 性 公理 .为 了 在 某 种 意义 上 保证 完备 性 公理 成 立 ， 
我 们 不 得 不 把 预备 数 的 范围 进一步 缩小 到 * R， 它 是 预备 数 的 
子 集 。* 五 则 是 我 们 构成 扩大 的 籁 积分 学 的 个 体 域 .但 是 仅仅 限 
制 个 体 还 不 够 ， 还 须 限 制 。R 上 的 各 型 关系 《如 集合 ， 函 数 
等 ) ， 只 有 在 * 丸 的 内 关系 上 才能 建立 起 〈 与 标准 分 析 理论 结 
构 相同 的 ) 完整 的 微 积分 学 . 

这 种 限制 相当 复杂 ， 所 以 从 莱 布 尼 获 开始 经 过 了 三 百 多 年 
才 册 重 滨 逊 完成 。 

因为 有 些 朋 友 对 星系 和 原子 的 边界 很 有 兴趣 ， 所 以 作者 特 
别 存 此 发 表 了 自己 粗浅 的 看 法 至 于 对 。Q 全 体 分 划 所 组 成 的 
集合 的 进一步 研究 作者 认为 已 经 超出 了 本 书 的 目的 和 范围 ， 


$31 在 有 具 无 限 比 慎 的 三 层 坐标 
系 中 的 简单 应 数 的 图 象 
上 节 引 进 了 分 层 举 标 系 ， 本 节 将 在 县 有 无 限 比 值 的 三 展 坐 
标 系 中 研究 简单 函数 的 图 象 ,为 此 ， 在 平面 上 引进 分 层 坐标 系 
(31,1) {o£n,0}, {oxy,bo}, {oOXY,B}. 
这 三 层 坐 标 系 宕 示 在 图 (31,2) 上。 我 们 设 它们 的 单位 之 间 满 足 
关系 式 
(31,3) Opb7 ob，oppyop, 是 无 跟 小 。 - 
我 们 首先 计算 一 下 三 层 坐 标 系 之 阅 的 坐标 变换 公式 .为 
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图 (31,2) 
此 ， 我 们 在 平面 上 取 一 点 已 ， 它 在 三 层 坐 标 系 中 的 坐标 分 别 
为 (£,7) ，。 (zy) 和 (X,Y) ， 那 么 成 立 以 下 公式 
opi = xobo = XoB, 
no0b, = yo0bs = Yo0B, 


C31,4) { 
特别 车 

ob _ op, 四 
(31,5) Dp 9 


那么 6 是 无 限 小 ，B 是 无 限 大 .那么 从 (31,4) 推 得 
£=Bx= BX, n=By= BY, 

(31,6) | -sax y= 50n= BY, 
X=bx=b£, =by= 6b, 
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以 下 我 们 研究 简单 函数 的 图 象 ， 
【人 鲍 1] 直线 我 们 研究 {oxy，Bo} 中 的 直线 


(31,7)} yy = 


由 (31,4) 推 得 (31,?) 在 {087,51} 的 方程 基 


1 
,8 7 = 一 
《31.8) Ds 


和 和 在 {oX 了 ,B81} 的 方程 是 
(31,9) Y= pb 


这 条 直线 的 图 形 绘 在 图 《31,2) 上 ， 
I 例 2】 抛物 线 , 在 {oxy,5,} 中 的 抛物 线 
(31,10) J 
它 在 {o£7,54} 中 的 表示 为 
(31,511) 7 = 人 £2, 
由 (31,3) 推 得 
< 是 有 限 数 ， 则 ?9 是 无 跟 小 ， 
车? 是 有 限 数 ， 则 上 是 无 限 大 。 
抛物 线 《31,10》 在 fo 人 XY,P,} 中 的 表示 为 
(31,13) YY SL 
obo 
由 (31,3》 可 扒 得 以 下 结论 
车 也 是 有 限 数 和 不 不 是 无 限 小 , 则 了 是 元 限 大 . 
车 了 是 有 限 数 ， 则 怀 是 无 限 小 ， 
这 条 抛物 线 的 示意 图 见 图 (31,15). 
这 么 简单 的 非 线性 函数 ， 在 不 局 层次 的 举 标 系 中 ， 其 图 象 
大 不 相同 .在 {o 纪 ,0 的 任何 有 限 部 分 ， 函 数值 表现 为 无 限 小 ; 
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(31,122 


(31,14) 


图 (31,15) 
当 E 由 有 限 达 到 无 限 大 时 ， 函 数值 有 一 个 飞 婚 ,在 {oxyybo} 中 ，: 
当 < 为 有 限时 ，y 也 为 有 当 ， 表 现 为 一 条 平滑 曲线 ， 这 就 是 我 . 
们 早已 熟悉 了 的 抛物 线 图 象 . 在 {oKY ,8 中 ， 对 到 的 任何 非 
无 限 小 的 有 限 值 ， 函 数值 为 正 无 限 大 ， 面 当 愉 由 无 限 小 向 有 限 
值 过 渡 时 ， 函 数值 有 一 个 飞 荆 . 

图 (31,15》 是 一 种 简化 小 示 ， 它 把 星系 gal(0,0851) 的 边 
界 与 原子 atom (o,opu) 的 边界 重合 在 五 和 己 这 两 点 上 ， 又 把 星 
系 galk(o,obo) 的 边界 与 原子 atom(ooDB) 的 边界 重合 在 BC 和 : 

与 ox 轴 的 交点 上 ， 

【 例 3】 正 艾 函数 ”在 {oxy,8o} 中 的 函数 

C31,16) Y= Sinx 

经 坐标 变换 (31,4) ， 在 {087 0 0 
(31,17) 7 = x sin (2 é ). 

当 上 为 有 限时 ， 由 《29 ,4 可 以 看 出 

(31,18) 1=<E+CE)， 

其 中 a (CE) 满足 

(31,19) ”车 Ef 是 有 限 数 ， 则 a(5) 是 无 限 小 。 
在 {o 和 7 :3 中， 这 个 毅 数 表示 为 
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(31,20) + sin a (hx). 


所 以 对 任何 广 ， A 限 小 。 


图 (31,21) 


图 《31,21) 上 表示 的 是 正 弱 函数 在 大 层 坐 棱 系 中 的 图 象 。 
它 在 {057,5,} 中 与 9 = 相差 为 无 限 小 ， 在 {oxy,6,} 中 表现 为 党 
见 的 波形 曲线 ， 在 {oXY ,8} 中 表现 为 无 限 小 量 。 

譬如 ， 在 某 一 秒 钟 里 ， 在 地 球 上 的 人 们 看 来 ， 地 心 几乎 是 
直线 运动 ; 而 在 太阳 系 里 ， 地 心 绕 太 阳 作 周期 运动 ， 在 遥远 的 
星系 里 看 来 ， 地 心 几 乎 是 不 动 的 了 。 

[ 例 41 ”对 数 函 数 ” 在 foxy, 如 } 中 研究 对 数 函 数 
(31,22) y= *1n(l+tx). 
经 (31,4) ， th 


A ob 
C31,23) 7= — pp 2 ln 1 + 2 ), 
并 生成 立 以 下 公式 
131 


《31 ,24)》 n=é+a(t), 
其 中 ae 性) 满足 
C31,25) 车 上 是 有 限 数 ， 则 a(E) 是 无 阴 小 。 
在 {oXYY ,中 } 中 ，(31,22) 中 的 对 数 函 数 的 表示 为 


ob op 
(31,26) = 0 #* in( 1+ 0 
并 且 成 立 以 下 性 质 
C31,27) 车 讨 是 有 了 腿 数 ， 则 了 是 无 限 小 ， 


若 了 是 有 限 数 ， 则 民 是 正 无 限 大 、 


六 是 正 无 限 大 


=Itl +x) 


赔 (31,28) 
图 (31,28) 表 示 了 这 个 函数 的 图 象 . 艳 {0517 ;5 中 它 与 直线 
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7 = 相差 为 无 限 小 ! 在 {oxy ,bo} 中 表现 为 常见 的 对 数 曲 线 ， 在 
{oXY ,Bi} 的 有 限 部 分 上 了 为 无 限 小 ， 当 Y 取 有 限 值 时 ，X 已 
达 正 无 限 大 。 


832 切线 与 割 线 
这 一 节 讨 论 一 下 标准 瘤 数 的 导数 的 几何 意义 , 存 标 准 分 析 
MM 中 ， 若 
(32,1) gp,， fFEft(a,b rR) Hf 在 区 间 La ,5 可 导 。 
由 公设 (5,2)， 将 上 式 转 到 * 寻 得 
(32,2) *0C#b, "fFEwftlC*a,*bI,* RE*f 在 
区 间 C*a,* 的 可 导 。 
今 取 GE， 开 且 > 0， 对 函数 y = * jx) 引 进 相似 变换 
=os 和 yy= 7 得 


| 7= (6) = 村， 
(32,3) 1 ， 
| 了 一 者 f(x) 一 OP (7). 


若 xEE[*gG,*b] 和 和 &E (2 2 ] 风 成 立 
(32,4) = f*’ (x) = 由 (£8), 
现在 我 们 取 f (x) = x*， 那 么 f(x) = 2x. 由 公设 (5,2)， 
将 前 面 两 式 转 到 * MM 得 * f(x) =x: 和 * 了 *”(x) = 2x。 现 在 请 注 
意图 (32,7) ,在 坐标 系 {oxy ,让 中 的 点 Pt = 《11)， 在 点 己 : 成 立 
* (1)=2. 又 函数 * 在 这 点 附近 可 以 变形 为 
《32 ,5》 y= wx)=1+2(X 一 1) +(X 一 1)2。 
函数 * 了 过 Pi 点 的 切线 方程 为 
(32,6) 、 y=1+2(x~1), 
我 们 在 吕 点 附近 引进 小 坚 标 系 {P157,5}， 产 生 就 以 5 表示 
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图 (32,7) 


了 ,6b 的 长 度 ， 又 设 b 是 无 限 小 量 . 作 相似 变换 y -1=27，x 一 1 
= 652. 那么 ， 在 小 坐标 系 {P,E7,b} 中 男 数 *f 的 表示 为 

《32 ,8》 n=2£+b5?, | 
由 于 

(32,9) ” 当 # 是 有 限 数 ， 则 58: 是 无 限 小 ， 
所 以 在 {Pg7?,6} 的 有 限 部 分 上 ， 曲 线 种 切线 的 差别 为 元 限 小 ， 
邑 可 以 把 它们 看 成 是 重合 的 ,这 是 流传 了 长 时 期 的 关于 曲线 的 
切线 和 曲线 在 无 限 小 邻 域 中 的 关系 ， 在 邓 * 中 可 以 得 到 形 象 的 
说 明 。 

下 面 将 进一步 说 明 项 线 的 切线 和 割 线 之 间 的 关系 .为 此 ,我 

们 在 { 己 妇 7, 好 的 有 限 部 分 上 取 一 点 已 := (1+ Sx ;1+6y)， 并 且 
五 :在 曲线 y =x? 上. 我们 记 6x = 站 当然 纪 是 有 限 的 ， 这 时 

《32 ,10) Gy=(1+6Y)2 一 1 

= 26% + (6x)’ 
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全 -2+ 已 
在 { Pi ， 设 点 已 的 坐标 为 (5 9) 则 
《32 ,12) 1 一 2 十 00 


《32,11) 


所 以 割 组 PP 的 方程 式 为 
《32 ,13》 7= (2+ bE. 
出 于 


(32,14) 当 E 是 有 限 数 时 ， 中 吐 是 无 限 小 ， 
所 以 在 { Pn,5 1} 的 有 限 部 分 上 ， 切 线 ! 与 割 线 P,Ps 的 差别 为 
无 限 小 ， 读 者 可 参考 图 (32,21). 
在 {oxy,1} 中 ， 嘎 线 Pi.P; 的 方程 式 为 
(32,15) y =1+ (2+b50) {x—1) 
=1+2(x—1)+ bi(x— 1), 
由 于 
(32,16) 当 x 是 有 限 数 ， 则 2&6 (x 一 1) 是 无 限 小 ， 
所 以 在 {oxy,1} 的 有 恨 部 分 上 上， 切线/ 与 割 线 PiPs 的 差 别 是 无 
限 小 .但 让 这里， 切线 1! 与 曲 级 » =x? 已 有 明显 差别 了 . 因 此 ， 
切线 与 无 限 小 邻 域 中 的 皋 线 的 差别 远 远 小 于 切线 和 盐 线 的 差 
别 。 
现在 取 DE * 五 ，B5b=], 并 且 在 PP 点 建立 坐标 系 {P,XY ， 
B}，、 仍 记 P,B8 之 长 为 B， 请 参 阐 图 (32,21)。 作 相似 变换 x 一 b， 
= BX,»-1= BY， 那 么 P,P; 的 方程 为 
(32,17) V= (2+6E60)X = 2X+ bEoX. 
由 于 
(32,18) 当 志 是 有 限 数 ， 则 嫩 , 苑 是 无 限 小 ， 
所 以 在 {oXY , 妃 } 的 有 限 部 分 上 切线 [与 制 组 PP 的 差别 仍 是 无 ， 
限 小 ， 然 而 这 种 无 限 小 是 相对 于 B 而 言 的 ， 
但 是 在 《32,15》 中 到 x = 1+ 古 ， 割 线 PP2 的 纵 级 称 为 
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(32,19) Y=1+28+é0, 
志 《32,6) 知 切线 1 的 纵 举 标 为 
《32,20) y=1+28, 
于 是 y。- y= £60. 这 就 是 说 ， 在 {oxy,1} 中 ， 当 x=1+B 是 无 限 
大 时 ， 才 可 能 将 切线 /与 宙 线 PP, 放 ;明显 地 分 开 来 ， 
最 后 请 读者 留 览 一 下 图 (32,21)。 


图 (32,21) 


156 


第 六 章 ”Dirac Delta 函数 理论 


通过 了 前 五 章 的 准 各 ， 我 们 已 经 有 了 相当 多 徇 构 念 和 术语 
以及 初等 函数 , 对 于 我 们 发 展 两 相 微 积分 学 提供 了 初步 的 条 性 。 
记 谓 两 相 微 积分 学 ， 就 是 民 : 中 既 和 包含 了 * 好 又 包 售 了 1 的 微 
积分 学 。 

我 们 首先 打算 研究 的 ， 就 是 在 邓 * 中 进一步 建立 Dirac D- 
ejta 函 数 的 理论 ， 

物理 上 一 些 抽 象 的 点 量 ， 可 以 看 成 体积 小 和 密度 大 的 分 布 
的 极限 ,假设 某 物 体 的 质量 (或 电荷 ) 为 1， 分 布 在 半径 为 4 的 
小 球 内 ， 则 当 r<sa 时 ， 密 度 p(r) 很 大 ， 而 当 r 之 4 时 , P(r) = 0， 
极限 情况 是 ，6 赵 于 0 ， 但 这 种 极限 情况 ， 在 Dirac 之 前 被 认为 
是 毫 无 意义 的 .从 Diraec 在 1926 年 引进 Delta 函 数 之 后 ， 才 开始 
用 连 续 分 布 的 极 跨 来 描写 点 量 . 和 组 在 标准 分 析 的 范围 内， 这 汶 
移 Delta 冰 数 是 具有 奇异 性 的 。 

按照 物理 学 家 的 定义 ，Dclta 函 数 的 含义 如 下 ， 

(1) 0 

0, %= 0,， 

并 且 具 有 积分 性 质 

(¥) | scoax= 1. 


但 这 样 的 说 法 有 明显 的 逻辑 上 的 毛病 .由 于 在 标准 分 析 中 ，co 
不 是 一 个 确定 的 数 ， 更 精确 地 说 ，oo 不 是 有 序 域 只 的 一 个 成 
员 ， 四 为 = 并 不 满足 玛 则 运算 的 规律 .如 果 和 赐 强 把 ce 加 到 忆 中 
去 ， 则 所 得 到 的 集合 已 经 不 能 构成 一 个 有 序 域 了 .这 样 看 来 ， 
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“ (1)》 式 没有 明确 的 数学 合 义 ， 而 (I) 式 则 是 对 一 个 数字 意 
义 不 明 确 的 对 象 进行 积分 。 就 更 令 人 费解 了 .这 表明 ,在 标准 
分 析 中 ，6(x) 在 x = 0 这 点 具有 奇异 性 . 

数学 家 们 想 了 很 多 办 法 来 克服 这 个 困难 .在 伊 凡 宁 柯 “1 中 
介绍 了 一 种 建立 在 Stiltjes 积 分 理论 上 的 Delta 阔 数 的 理论 , 在 
盖 尔 芳 特 (9 中 则 系统 介绍 了 建立 在 Sechwarz 分 布 论 的 基础 上 
的 Delta 函 数 的 理论 .但 这 些 方法 并 没有 摘 清 6(x) 在 x= 0 的 局 
部 结构 ， 他 们 回避 了 6(x) 在 x = 0 的 局 部 奇异 性 而 去 研究 一 些 
整体 性 质 .他 们 的 方法 ， 在 处 理 Delta 阵 数 的 乘积 和 方 宕 等 河 
题 时 困难 重重 。 

在 Lightstonet41 中 用 非 标准 分 析 的 工具 以 点 函数 的 形式 
表达 了 一 部 分 Detla 函 数 .这 是 -一 个 进步 .但 在 他 们 的 意义 下 ， 
Delta 函 数 不 能 包括 由 de Broglic 波 规格 化 所 得 到 的 Delta 话 
数 ， 即 物理 学 家 称 之 为 ourier 核 的 式 子 
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所有 
数学 家 阅 常 称 之 为 Dirichlet 核 . 

王 进 健 "1 用 无 限 小 的 观点 讨论 了 Delta 削 数 ， 特 别 是 其 中 
的 评论 是 很 有 价值 的 . 

石 最 坚 与 作者 合作 ， 在 两 相 微 积分 “! 的 概念 基础 上 ， 共 同 
研究 了 Delta 汞 数 ， 写 出 了 论文 (71. 今 在 此 文 的 基础 上， 作者 
又 进一步 系统 地 进行 了 研究 .总 的 看 法 是 ， 把 Delta 函 数 看 作 
是 * MM 中 的 某 申 特 别 函 数 、 如 f(x), 它 对 村 中 某 些 函数 类 中 
中 的 榴 数 ，、 如 gE 多， 具有 往 取 性 质 ， 即 成 立 


(VY) St(* | few 9 ax) = 9060). 


这 里 的 积分 的 上 、 下 限 将 在 以 后 说 明 ， 
当然 ,在 我 们 的 理论 中 ,Delta 国 数 是 * 衣 中 的 卫 数 ， 它 在 x 
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= 1 附近 有 着 明显 的 表达 式 , 因 此 不 再 具有 奇异 性 .而 且 ,Delta 
冰 数 的 乘积 和 方 缘 也 就 是 。 杂 中 国 数 的 屁 积 利 方 疑 ， 是 自然 地 
解决 了 的 .在 本 章 的 最 后 ,研究 了 由 正 交 函数 系 所 导出 的 Delta 
少数 .这 是 另 一 类 型 的 Delta 陶 数 .由 于 物理 学 家 早已 命名 它 们 
是 Delta 通 数 ， 《请 参看 伊 凡 宁 柯 中 和 Harris'1) ， 所 以 我 
们 没有 必要 另 取 和 名字 了 ， 


§335 Dirac Delta 范 数 的 第 一 种 定义 


出 于 原来 Delta 通 数 只 是 一 个 泛 函 ， 所 以 在 《K》 中 积分 
土 、 下 限 不 好 确定 ， 因 为 在 * 邓 中 这 种 上 、 下 限 有 多 种 可 能 的 
取 法 ,但 比较 自然 地 有 两 种 取 法 ， 因 此 我 们 给 出 两 种 关于 De- 
ta 函数 的 定义 。 

为 了 引进 Delta 函 数 的 第 一 种 定义 ， 我 们 先 在 * 对 引入 以 
下 定义 
{33,1) 如 果 s Esft(#R,* 情 ) ， 又 对 任何 ti 过 和 成 并 wLs 在 

区 间 [ti,tsJ] 黎 曼 可 积 ]， 并 且 存 在 I。E sR 使 得 


tz 
有 | oy 
下 二 oo 丰 
tz ~ EF 荆 


那么 称 *，[s 在 *(- ce, rc) 黎 曼 可 积 ]， 并 且 记 作 
基 人 s(x)dx=1,. 


现在 在 MM; 引 入 关于 Delta 函 数 的 第 一 种 定义 如 下 
《33,2) 洲 gEFftCR,R),pE#it(sR,*R), 和 *Cpaq 在 * 
(一 co, 二 00) 歼 晶 可 积 3， 在 这 些 条 和 件 下 ， 我们 
称 p 是 gq 在 *( 一 co,+ 0) 的 Delta 函 数 ， 恕 梁 
st | pg dx)=a(0). 


最 后 这 个 等 式 就 是 通常 所 谓 的 筛 取 性 质 . 注 意 ， 按 我 们 的 约定 ， 
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se 是 ji 中 的 函数 9 通过 * 映射 在 * 了 中 所 对 应 的 那个 函数 、 
为 了 以 下 的 具体 讨论 ， 我 们 设 5b 是 无 限 小 ，8B = 工 . 采 再 
分 层 奉 标 系 { o£7,b} ，{oxy,1} 和 {oXY,B} .请 读者 回 
忆 一 下 图 (31,2)， 就 不 难 画 出 这 个 分 层 坐 标 系 的 图 象 了 . 
kK 倪 1】 正 态 分 布 所 对 应 的 Delta 函 数 。 在 坐标 系 { os 
2 中 的 概率 积分 
(33,3) y= 人 T(E) = 元 | se dt 
是 * 邓 中 的 标准 函数 ,注意 到 < 上 -= Bx、 在 坐标 系 {oxy } 中 上 式 
变 为 


(33, 4) y= PBx) -地 ne tI drt. 


注意 ， 在 上 式 中 把 y 看 作 x 的 函数 ， 它 仍然 是 sM 中 的 函数 ， 虽 
然 B 是 正 无 限 大 ,因为 ， 对 任意 的 p ER, 令 
(33,5) Ppx) = V(X), 
那么 ， 罗 ,是 sMt 的 函数 ， 或 者 写成 
(33,6) WE *ft(R,eh). 
(33,5) 与 (33,6) 之 所 以 成 立 ， 因 为 在 用 可 以 作出 类 似 的 过 程 . 
由 于 (33,6) 对 任意 的 p€E*R 成 立 , 特 别 对 于 pp 是正 无 限 大 仍 
然 成 立 . 进一步 ， 当 p=B 时 , 它 仍然 成 立 ， 昌 然 B 是 正 无 限 大 - 
这 个 问题 很 重要 ， 我 们 按照 逻辑 公式 〈2,5》 再 作 一 次 说 
明 , 在 〈2,5) 中 令 久 代表 (33,6》 中 小 = B 的 情况 ， 即 “WsE 
sft(* 尽 ,* 玉 ) ， 令 了 代表 “有 3 是正 无 限 大 ”. 那 么 由 〈2,5) ， 即 
(33,7) 用 一 [有 一 三 ]， 
我 们 仍 可 得 到 克成 立 ， 即 风 eE sft(* 尺 ,* 玉 )， 即 灾 s 是 * 对 中 的 函 
数 . 虽 然 这 时 了 ， 即 “BB 是正 无 限 大 ”， 是 村 ;中 外 的 语 句 ， 它 
并 不 破坏 下 的 成 立 ， 即 严 。E sft(eR,s 尺 ) 。 
由 于 这 一 类 问题 很 多 ， 所 以 在 这 里 特别 作 一 个 说 . 明 . 因 为 
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只 有 当 双 8 是 sd 的 函数 , 才 可 以 使 用 ws 中 的 微分 和 积分 公式 ， 
等 等， 
由 (33,4》 不 难看 出 
(33,8) WBxX) = esgu(x) + (Xx), 
其 中 sgn(x) 是 必 中 x 的 符号 函数 ， 而 *sgn(x) 则 表示 通过 “* 
一 一 映射 后 所 对 应 的 * 他 中 x 的 符号 函数 ,(33,8) 


右 端 的 xi(x ) 满 足 
(33 ,9) 若 x 不 是 无 限 小 ， 则 ci:(x) 是 无 限 小 ， 
在 * 对 中 将 ?对 xz 求 导数 得 
一 (和 
(33 .10) yy”(X)=26ICx) = 


如 果 限 制 在 籽 中 用 标准 实数 来 表示 y = 中 (8Bx) 和 62z)， 刚 当 
XCmon(to) 了 时 ，st( 中 (Bx)) 和 st(6.(x)) 痢 不 能 表示 为 一 个 确定 
的 标准 值 ， 因 此 函数 具有 奇异 性 ， 即 超出 了 灶 的 表达 能 力 . 而 
在 * 邓 中 ， 这 种 奇异 性 被 消除 了 。 (33,4》 中 的 号 (BX) 和 

- (7)? 

33,11) G1 CX) i 
骨 示 了 这 种 函数 的 具体 结构 .如 1 所 指出 的 ,在 无 线 电 通讯 
中 ， 就 用 到 了 形 如 《33 ,11) 所 表示 的 Delta 函 数 。 

关于 61(x) 的 第 取 性 质 ， 在 占有 以下 完 理 
(C33,12) 若 g fi(R, 呈 )， 对 任何 标准 实数 必 1 成 立 g 
C(ti;fzj])， 又 存在 标准 实数 s>>0 和 ss 字 0 使 得 

对 任何 xE 玖 成 立 


la (x) lse we 
则 561(x) 是 g(x) 往 *( -co + 00) 的 Delta 隙 数 。 
证 明 , 由 于 
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(33,13) » 人 ep 


-Vr + 和 全 
-{ be 中 A * | ,i } ox) 
*#Q(xX)dxX, 


现在 先 估 计 第 一 个 积分 .不 难看 出 


(33 ,14) | ceoecx)ax | 


-ve -(*)’ 
一 -| 2 (3) Q(x dx 


bx 
31 Md —(F) ”+s2x? 
四 | 8 a 
( 令 x= bt) 
| 
$) Vv (~ sab)t? 
=- 全。 pb dt 


SS 2 


= t 

31 vA 一 分 
一 dit= 无 限 小 。 
wT a 小 


最 后 这 一 步 是 因为 - -- 访 -是 负 无 限 大 .因此 成 立 
(33,15) st | G(x)rg()dx) = 0 。 
类 似 地 ， 对 (33,13》 的 第 三 项 积分 成 立 以 下 关系 


(33,16) st -| i X) qx) dx) = 人。 


现在 估计 (33,13〉 右 端 第 二 项 .利用 *M 中 的 积分 第 一 中 
值 定理 (23,2) 和 连续 函数 的 中 值 定理 (17,16》〉， 我 们 有 


(33,17) a# | FV Cg Cd 
—w 
= "a ) + | GC)dx, 


T62 


其 由 -V6 和 v 5 .Ht 于 *y 是 标准 的 连续 函数 ,v6 是 无 队 
小 和 注意 到 定理 (6,33) 。 我 们 有 
《33318) stkafeo)) = Qo)。 
又 由 于 


C33519) =* | Y 
一 ww 


1 | + 一 (之 》 2 
一 [2g 5 
-VE 


( 令 x = bi、 并 注意 到 4B= 1) 
ee I dt. 
由 于 上 式 中 v8 是 正 无 限 大 ， 注 意 到 (16,36) 和 在 好 中 已 有 
的 公式 ( 参 首 雷 日 克 员 1 的 163 页 》 
1 二 co 本 
《33 ,20》 -| e di=1, 
4 


所 以 成 立 


dx 


(33,21) st | 这 
~ 


注意 到 (33,18) 和 (33,21) ,对 (33,17) 的 两 端 取 标 : 
准 部 分 ， 得 


(33,22) st(e| 60xz)sg(z)qx) = 9(o)， 
由 (33,13),(33,15),(33,16) 和 (33,22) 最 后 得 到 
(33 ,23) stce | i ee 


按 定 义 (33,2》 ，6:(X) 是 dg(X) 在 *(-ccy+co) 上 的 Delta 函 
数 ， 证 完 。 

请 注意 ， 在 定理 (33,12) 中 限制 了 g(x} 在 无 限 运 的 人 性质 * 
区 假设 了 
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xX? 


(33,24) la) eve ， 
这 是 Delta 泡 数 的 第 一 种 定义 所 引起 的 后 果 ， 在 下 节 的 第 二 种 
定义 中 可 以 取消 这 一 类 限制 . 
XY 例 2】 在 坐标 系 {osy } 中 的 标准 函数 


(33,25) y= Palé) = oi 
变 交 到 坐标 系 { oxy } 中 得 

ee x 1 
(33,26) Y= Fs )= 


和 
set+l1 


= 3 *SENC(X) + Cw) 


S| 


其 中 (x) 满足 
(33,27) 著 x 不 是 无 限 小 ， 风 ca:(x) 是 无 限 小 。 
在 〈33,26) 中 ， 将 ?对 x 取 负 导 数 得 


I 


一 一任 如 了 


(33 ,28) 一 (= 一 人 = Gaz(XY)。 
(xes+1)? 


如 果 限制 在 轩 中 描述 F。( 字 ) 和 8.(x), 则 当 xE mon(o) 时 ，st 


《FF。( 艺 )) 和 st(62(x)) 没 有 一 个 确定 的 标准 什 ， 因 此 函数 具 


有 奇异 性 .但 在 *M 中 严 :( 关 ) 和 3.(x) 都 是 有 明确 表达 式 的 点 


函数 ， 没 有 任何 奇 性 ,从 物理 上 讲 , 三 ,(x) 表 示 了 费 密 (Fermi) 
分 布 ， 请 参看 "1， 
关于 5x) 的 第 取 性 质 ， 在 峙 , 我 们 有 以 下 定理 
《33,29) 着 9E ft(R,R)， 对 任何 标准 实数 1 <ts 成 立 Y€E CC 
(Lfi,t2)), 又 存在 标准 实数 51>o 和 ss 之 0o 使 得 对 
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任何 x€ 成 立 1g(x)| ssaesz ， 

则 skx) 是 ckx) 在 *(- coy+ coo) 上 的 Delta 函 数 ， 
证 明 与 定 还 (33,12? 类 似 ， 从 五 。 
I 例 33 在 {o5y} 中 研究 函数 


Ls 
《33 ;30) y= FE) = 1 | sinré 


2 区 r 2 


在 上 式 中 把 r = o 看 作 被 积 函 数 的 可 去 奇 点 .及 :上 ) 显然 是 个 标 
准 郑 数 , 转 到 党 标 系 {oxy } 得 
1 wsinRx 
C33,31) y= FBx) = | dk, 
其 中 = Br ， 不 难看 出 成 立 以 下 等 式 


人 全 ssga(x) 十 oa(x)， 


其 中 2(x) 满 足 

{33,33) 当 x 不 是 无 限 小 ， 则 Qs(x) 是 无 限 小 。 
在 (33,33) 中 将 > 对 x 求 导数 得 

{33,34) (xX) 


H 
三 <- (xX) la 各 | «COSkxdadp 
27 ~ 
a 


eR 


加 果 限 制 在 计 中 表达 F(tBx) 和 A1(%)、 当 xEmon(o) 时 ，st 
(下,(Bx)) 没 有 一 个 确定 的 标准 值 .并 有 旦 对 任意 的 r SR、 当 x 
mon(r)，st(4,(x)) 者 不 能 用 一 个 标准 值 来 表 达 . 因此 ，F， 
(BX) 在 mon(0) 天 现 麻 异性 ，1(x) 对 每 个 +r € RR 和 x mon r) 
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都 具有 奇异 性 .但 在 *sM 中 ， 天 *(5x) 和 -0x) 都 是 非 奇 异 的 有 
确切 表达 的 函数 ， 
关于 Zi(x) 的 第 取 性 质 ， 我 们 有 以 下 定理 
《33,35) 者 gEft(R,R),1q| 在 (~oo, + co) 黎 曼 可 积 , 存 
在 标准 实数 !>0 使 得 g 在 [一 ,四 有 界 变化 ， 又 C 
在 原点 2 连续 ， 则 -7,(x7 是 &(x) 在 【一 Coy 十 co) 


的 Delta 函 数 ， 
证 明 ,因为 
G33,36)  ，| ”co «q(t de 
“| en 


站 


首先 信 计 第 一 个 积分 , 冉 于 g(x) 绝 对 可 积 ， 因 此 在 村 中 成 立 ( 参 
看 [ 1 J 三 卷 三 分 其 ，p.544) 


(33,37) lim 全 六 aps 0 这 
pn i 

对 〈33,37) 利 用 定理 (15, 36) 得 

(33,38) =* 全 sg(x) 一 让 -全 -全 ~ dx 是 无 限 小 ， 


即 ， 
一 * SInNBx 
(33, 39) st(* | 0 )=°0: 
间 理 可 得 
#* SINBX 


(33, 40) st(* | * gq (Xx) dx )= 0。 
t 
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现在 估计 (33,36) 中 的 第 三 个 积分 .请 注意 ， 在 邓 中 成 立 
ee I 

Ft o X 2 中 
对 (33,41) 用 定理 (16,36) 得 

: 由 SINIBX x 

(33, 42) st( 二 dx ) = 了， 
入 此 ， 我 们 有 
1 * SInNBX 
(33, 43) st(* 上 + (x) TT dx ) 


-st *aqg(0) 尘 人 singx 


十 | LCL* glx)— gq(0) J Sa ds 人 


_ 严 VE 
a0) nel 
+ | el » q(x) ~ *g (0) 3 
利用 积分 第 二 中 值 公 式 (23,4) ，. 上 式 等 于 


(33, 44) = a 0) 


* Sin Bx i : 
x . 


十 st ; [ “qv ob )-* do | 


dx st Cag by) — ng(0))* 


m2 #* SinBx 


dx | 十 St [sf Go) 


wb 区 
+ SINDX 
。 | yy | 
ns 外 


上 式 上 第 二 项 和 第 三 项 为 0 ， 这 是 因为 g(x) 在 x = 0 是 连续 的 
和 “5 是 元 限 小 ， 因 而 由 定理 (16,36) 知 *qtyb _) 一 *9a (0) 
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和 *9(v 了 五 :) -~-*9 (0) 都 是 无 中 小 .上 式 中 第 四 项 也 是 0 ， 
# Siti PX 


(33, 45) + | x 
m2 


x 


CS Bx = E} 


4 | 无 限 小 ， 
ng 


上 式 中 最 后 一 步 是 因为 B19, 之 BY6 疡 万 是 无 限 大 。 因 此 ， 踢 
C33,43), (33; 44》 和 (33,45) 得 


t * SINBX 江 
C33,46), st (« | eg) me dx ) = 三 Co) 
同 理 我 们 有 
9 染 4 B 
(33,47) st(» * 0 (x) 0 )= a0. 
由 (33,39) ，(33,40) ，(33 .46) ,和 《33,47) 得 


C33,48) st(* 人 ”LiCx)wg (xz)dx ) = ako) 。 


故 L(x) 是 ae(x) 在 (一 oo,+ 0) 上 的 Delta 函 数 . 定 理 (33,35》 

请 注意 ， 定 理 (33,12) 与 定理 〈33,35)》 加 在 函数 g 上 的 
条 件 是 不 相同 的 ， 即 ?属于 不 同 的 函数 类 .主要 的 差别 有 两 点 

1I. 在 《33,12) 中 仅 要 求 g 是 连续 的 ， 在 《33,35》 中 除了 
要 求 g 在 x = o 是 连续 的 之 外 ， 还 要 求 9 在 x =o 局 部 有 界 变化 ; 

2., 在 无 限 远 外 的 性 质 不 同 ， 在 (33,12) 中 只 要 求 lgl 以 
sies5x 为 上 界 ， 但 不 要 求 |lg| 在 〈-co+cc) 黎 曙 可 积 ; 在 
《33,15) 中 只 要 求 1g| 在 〈- co,+oco) 黎 曙 可 积 . 

从 物理 意义 上 讲 ，、A1(*) 表示 de Broglie 波 规格 化 所 产 
生 的 Delta 谢 数 ， 请 佐 厦 C17]， 

此 外 ，61(x) 和 6s(x》 有 着 共同 的 特点 ， 它 们 都 是 正 值 淆 
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数 ， 并 且 在 对 中 看 来 ， 只 当 xE mon (0) 具有 奇异 性 ， 当 x 不 是 
无 限 小 时 成 立 

《33，49》 st(O1(%}) = 0 和 st(6( X=0. 
二 1X ) 则 是 另 一 类 型 的 Delta 函 数 ， 它 的 函数 值 是 变 号 的 . 在 
M 中 看 来 ， 它 的 奇异 性 范围 更 为 广大 ， 对 每 个 r € R 和 x EE mon 
(r)， 它 都 具有 奇异 性 ,I,(x) 是 非常 有 趣 的 函数 ， 它 有 着 无 限 
大 的 圆 频率 83， 这 就 是 说 ， 它 的 振动 是 非常 迅速 的 . 当 自 变量 
xEmon(0) 时 ,其 振幅 可 以 达到 无 限 大 。 特 别 当 x = o 时 ， 其 振 


eg 即 振动 是 很 强大 的 。 当 x 是 无 限 大 时 ,J1(x) 
的 振幅 为 无 限 小 。 但 当 x 是 有 限 数 而 不 是 天 限 小 的 ， 其 振 
幅 也 是 有 限 数 且 不 是 无 限 小 。 如 果 以 m 记 纪 的 获 数 部 分 ， 则 
yoE* 必 且 m 为 限 大 ,又 设 


2H0TZ 。 开 


《33,50) Xo 三 B 本 28? 
那么 依次 有 不 等 式 
B 
2 二 HE-， 
210T 
< 一 一 < 
1 B 2, 
和 
(33,31) 1 Xo 3。 
这 样 ， 我 们 有 
A 
* SIN [2%07 二 一 
《33 ,52》 < (xX0) in (mnt3) 1 
Ei Xo TXo. 
由 (33,5) 和 “(33,52) 得 
CdD 
37 A” 
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显然 ，Lfi(xo) 是 有 限 数 ， 但 不 是 无 限 小 ,由 de Broglie 波 规格 
化 所 得 的 Delta 函 数 并 不 符合 物理 学 家 的 传统 表示 (1》 见 本 章 
开头 的 那些 讨论 。 

【 例 41 在 坐标 系 { osy } 中 研究 函数 

《33 ,54) y= (8) 2 # 有 FTCtgEy 
它 是 一 个 标准 函数 .在 {oxy } 中 它 的 表示 为 

(33,55) y=F(Bx) = arctgBx. 
上 式 是 六 中 的 前 数 . 不 难看 出 

《33 ,56) y= FF,(Bx) 


* SZNICX) + Q(x), 


~ | 一 


其 中 CCx) 满 足 
(33,57) 车 x 不 是 无 限 小 ， 则 2 (x) 是 无 限 小 。 
这 是 因为 ， 在 朵 中 当 x 夫 o 时 在 极 汇 


SR 
(33,58) lim rctg px = sgn (XxX), 


P+ 


对 《33,58) 利 用 定理 (16,36) 就 可 得 到 (33,57)。 

其 实 ， C33,9)，(33,27》 和 各 (33,33) 都 可 以 用 闫 似 于 
《33,57) 的 证 明 方 法 去 证 明 。 

在 《33,55) 中 将 > 对 x 求 导数 得 


(33,59) ye (C(x) = s(x = 一 
在 姥 中 看 来 ， 当 x Emon(o) 时 ，6s(%) 具 有 奇 性 ， 但 在 *M 中 
它 不 具 奇 性 ， 是 一 个 有 明确 表达 式 的 晒 数 。 
对 于 6s(x) 的 第 取 性 质 ， 我 们 有 以 下 定理 
《33 ,60》 者 gEft(R,R) ,对 任何 之 tf; 有 gC (CC ,ts2)， 
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又 存在 mw 总 民 使 得 对 任何 x 成 立 |aqtx) 1 过 站， 则 58(x) 是 gx) 在 。 
《=-eoy + 00) 的 Delta 泡 数 . 

ss(x) 是 在 研究 电磁 波 散 对 时 所 出 现 的 Delta 函 数 ， 读 者 可 
参考 [17] 。 

今 证 明定 理 C33,60) 如 下 ,由 于 


(33,61) 站 Ga{x) 站 D(X) dx 


-VV wb mo 
三 过 -十 六 _ 十 举 
人 一 上 : 
Ga(X) #9(xXIdx 


= +I+ 了 性。 
这 里 TI, 开 和 联 分 别 代 表 依 次 的 三 个 积分 .首先 估计 


Sp 
C33,62) | 1 lSme | b 


| Tx + 0) a 


= Xl +H) 
一 过 [Lafrctg {—vB ) —*arctgl 一 过 co)]。 
注意 到 arctgx 在 无 穷 远 的 极限 性 质 和 定理 〈16,36) 得 
(33,63) st{ T=0. 
类 似 地 可 得 
(33,64) st{H)=0. 
最 后 估计 了 ,计算 如 下 : 


三 
C33,65) st( 1) =st(* | 0 + qx) dx ). 


对 上 式 右 端的 积分 采用 * 好 的 积分 第 一 中 值 公式 (23,2) 和 过 
续 函 数 的 中 值 定 理 《〈《17,16) ， 我 们 有 


ww 
人 ; * gts | ds ds 


be dt 
一 ?978 a# 
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其 中 -vv 去 名 和 vb ,由 于 q(x) 的 连续 性 得 
vv 6 ; 
(33,67) st( 革 ) =9(o)st(。 | er ) 
= g (0 st ;= =[*arctgvB 


—#arctg( 一 /8)]} 
= gq(0).。 
由 《33,63), (33,64) 和 (33,67) 得 
(33, 68) st(* 和 62(x) + gx) dx )=9(o)。 


敬 6s(x)》 是 q(x) 在 *(〈-esc+eco) 的 Delta 函 数 .定理 (33,60) 
【 例 5] 如 果 首 *Y 把 x = o 看 作 -,(x) 的 可 去 奇 点 ， 我 
们 计算 一 下 41(0) ,不 难看 同 
(33,69) 1(0) = 二 


进一步 研究 了 (x) 的 平方 ， 我 们 把 它 表 示 为 


(33,70) 4 co) = ( ee) - = J.(0) A,(x), 
其 中 
33571) A2(%) = 六 全 
rhx? 
LA:(x) 为 量子 力学 中 计算 跃迁 几率 所 磁 到 的 Delta 函 数 ， 请 参 
看 周 世 巾 5C317 。 


关于 -as(Cx) 的 筛 取 性 质 ， 我 们 有 以 下 定理 
(33,72) 若 g E st《R, R) ,对 任何 贡 之 成 立 9E CC 122)， 
又 存在 mE€R 使 得 对 任何 x 成 立 lq(*) | 万 mw， 风 
La(xX) 是 g(x) 在 *(- co + 0) 的 Delta 肖 数 。 
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此 定理 的 证 天 与 (33,60) 的 证 明 类 似 ， 人 了 从 赂 。 


§34 Dirac Delta 范 数 的 第 二 种 定义 


在 上 节 关 于 Delta 函数 的 第 一 种 定义 中 ， 由 于 积分 是 在 * 
《~ ce + co) 上 进行 ,所 以 必须 对 被 第 函数 g 在 无 穷 远 的 性 
质 有 所 限 制 ， 因 而 导致 某 直 条 件 的 复杂 化 ,因此 ， 本 节 将 研究 
Delta 函 数 的 另 一 种 定义 《 即 另 一 种 筛 取 方 式 ) ， 它 可 以 简化 
被 第 取 函 数 在 无 穷 远 的 条 件 。 
以 下 在 MY; 引 进 关 于 Delta 通 数 的 第 二 种 定义 
(34, 1) 车 BB, 是 正 无 限 大 ， 以 9 记 区 间 [ 一 BB, B1); 设 q 
ft(R, R)，pE *ft (GB,*RY; 对 任何 标准 5 过 0 
52 疡 0 ， 设 * [pxg 在 [si， ssJ 莹 曼 可 积 ]， 在 上 
述 条 和 件 下 ,我们 称 p 是 9 在 《- co +co) 上 的 
Delta 函 数 ， 如 果 成 立 


lim st( 和 | px dx) = (0).。 
31 一 全 3? 
S22 


下 面 将 对 上 节 讨 论 过 的 五 个 Dolta 函 数 的 实例 做 进一步 的 
分 析 。 
1. 对 〈33, 11) 中 的 61(x) 成 谋 以 下 定理 
(34, 2) 若 gEft(t 呈 , R) ,对 任何 标准 实数 ii 过 #s 成 立 gEC 
《Ctst2]》, 则 61(x) 是 gq (x) 在 《~ co,+ cco) 的 


Delta 阮 数 ， 
证 明 . 对 任何 标准 数 s:< 0 和 sz>> 0 ， 由 于 
(34,3) * | Gi(X) * q(x) dx 
— ws wb 52 
= : 举 加 十 来 二 玲 5 A 


*qlx)dx= I+1+H, 
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这 里 于 , 工 和 下 分 别 代表 依次 的 三 个 积分 .首先 估计 第 一 个 积分 
] .由 于 当 |x| 关 we 时 ， 用 定理 (16,36) 可 得 
— (%)? 
Gi {xX) ES 


br 
十 无 限 小 ;所 以 对 任何 之 0 ,在 [sl， — wb 业 ， GCCx)eQCX) 


是 无 限 小 ， 从 面 推 得 


二 下 

(34, 4) [=* 61 (x)eglx)dx 是 无 限 小 。 
这 而 成 立 

(31,5) st(1)}= 0， 
局 理 可 得 

(34, 6) st()= 0, 

与 (33, 12) 一 样 ， 我 们 有 

{34,7) st( 工 )=9(0)。 


这 样 ， 由 (34,3), (34,5), {34,6) 和 “(34,7) 得 
48) st 6) gdx)= a(0). 
Sl 


定理 〈34, 2) 证 完 。 
2. 将 定理 (34,2》 中 的 61(x) 换 为 (33,28》 的 8:(xY)， 所 得 
定理 仍然 成 立 。 
3. 对 《33,34) 中 的 Ji(x) 成 立 以 下 定理 ， 
34,9) 车 g€ st(, 卫 ) 对 任何 标准 实数 #1 之 0 和 s,>0， 
191 在 [s,ss] 歼 曼 可 积 ， g(x) 在 x= 0 连续 ， 
又 存在 标准 实数 {> 0 使 得 q(x) 在 【一 +t, 杂 有 界 变 
化 ， 则 -1 (x) 是 9(x》 在 〔- co +co) 上 的 Del-~ 
ta 盖 数 。 
证 明 , 因 为 
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C34, 10) Ai(x) » qlx) dx 1 


| +e ex) Rs 


=I+ 了 + 耳 二 W， 
首先 信 计 第 一 项 .由 于 g (x) 的 绝对 可 积 性 ， 因 此 在 村 中 成 
立 ( 读 者 可 参考 [1) 的 三 卷 三 分 册 )》 
C34,11) lim facx) 0 一 一 dx=0. 
对 (34,11) 采 用 定理 (16,36) 得 
(34,12)  。 [ By 


因此 ， 我 们 有 

(34,13) st( 1)=0,。 

类 似 成 立 

(34,14) st(W)=0, 

对 于 下 和 工 的 信 计 与 (33,47) 和 (33,46) 相 同 , 由 此 、(34,10)， 
《34,13) 和 (33,14) 得 


ee 


-一 -一 一 dx 是 无 限 小 。 


(C3415) Oo* 人 re 到 dd: 


定理 (34,9) 证 完 ， 

4. 将 定理 (34,2) 中 的 6 (2x) 换 总 (33,59) 中 的 6a(x) ， 所 得 
定理 仍然 成 立 ， 

5. 将 定理 (34,2) 中 的 6.(%) 换 成 (33,7 了 ) 中 的 Is(x)， 所 得 
定理 仍然 成 立 . 

按照 Delta 函 数 的 第 二 种 定义 ， 对 于 61(%)，62 (X) ,6s Cx)， 
XL1(X) 和 A;(x) 而 言 ， 加 在 被 第 取 函 数 g(x) 上 的 条 从 多 少 可 以 
简化 一 点。 
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进一步 ， 我 们 在 村 ,还 可 以 引入 以 下 两 个 定义 .第 一 个 是 
(34,16) 车. Cft(R, KE), pEft(* R, + R), 

对 每 个 g 己 2 成 立 * [px* 4g 在 *(~co,+ 中 ) 歼 曼 可 积 ], 在 
这 些 条 件 下 ， 我 们 称 p 是 浮 数 类 .以 在 * (~ cy +cc) 的 Dejita 明 
数 ， 如 果 对 每 个 gE. 吃 成 立 

St( # 全 2cw * q(x)dx) = Go)。 
第 二 个 定义 是 
(34,17) 车 B, 是 正 无限 大 ， 以 8@ 记 区 间 C~ B,, B12)， 设 倪 
Cft(R,R), pE * ft(QO,* R); 对 任 何 标准 数 
si 之 0 和 s; 之 0 和 gE 吕 设 *[p* 9g 在 [s1,52] 黎 虹 可 
积 ]， 在 上 述 条 件 下 ， 我 们 称 2 是 函数 类 纪 在 
(=- sc,+ ec) 的 Delta 郴 数 , 如 果 对 每 个 grE 党 成 立 


lim st(* 人 p(X) GO(XZ)GdX=G(O) ) 


81 人 中 oo 
S2 人 十 om 


请 注意 ， 在 定理 (33,12)，(33,29)，(33,35)，(33,60)， 
{33,72)，(34,2) 和 (34,9) 中 。 加 在 g(x) 上 的 条 件 不 尽 相同 。 
也 就 是 说 ，g 分 属于 不 同 的 函数 类 ,我 们 想 选 取 一 个 还 数 类 ， 它 
玻 为 以 上 诸 定 理 中 的 每 个 函数 类 的 子 类 .这 件 事 是 容易 办 到 的 ， 
特别 ， 我 们 可 以 选取 一 个 很 强 的 函数 类 C?(R)， 它 的 定义 如 
下 :CY(R) 是 ft (R,R) 的 子 集 ， 它 的 元 素 是 具有 无 穷 次 连续 导 
数 的 函数 ， 并 且 每 个 函数 都 具有 自己 的 紧 致 支撑 ， 即 每 个 函数 
在 RR 的 某 个 有 界 闭 集 之 外 为 0. 

这 样 ， 我 们 不 难看 出 ,上 述 的 61 (x) ,6 (Xx) ,63(x)，。 1(x) 
和 I(x) 既是 函数 类 C5CR) 在 * (co,+ cc) 上 的 Delta 阔 数 ， 
又 是 C7(R) 在 (ct, +cec) 上 的 Delta 函 数 。 

因此 ， 对 于 很 多 具体 的 目的 而 言 ， 我 们 只 要 取 .% 或 多 是 
CY(R) 就 够 了 .就 现 有 情况 而 言 ，Cs (R) 上 的 Delta 函数 占有 
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Tn 


重要 地 位 ， 它 足够 地 表达 了 Delta 函 数 的 共性 ， 

但 我 们 也 要 注意 到 男 一 方面 ， 如 果 只 用 C?(R) 的 函数 作为 
检验 函数 ( 即 被 第 取 函 数 ) ， 那 么 就 无 法 分 辨 具 体 的 Delta 函 
数 ， 如 11(x) 和 561(x) 的 差别 ， 也 无 法 研究 每 个 Deita 遂 数 的 特 
点 .作者 的 看 法 是 ， 应 当 注 意 到 Delta 函 数 的 特 和 福 和 共性 两 方 
面 ， 并 注意 到 它们 在 物理 中 的 应 用 ， 才 能 使 理论 更 加 让 富 多 
采 ， 


$35 ”Della 函 数 乘 积 的 例题 


Delta 通 数 的 秉 积 是 数学 案 和 物理 学 家 所 关心 的 一 个 重大 
问题 ,由 于 我 们 的 Delta 妙 数 是 * 尘 的 一 部 分 函数 ， 所 以 乘积 
问题 自然 地 在 * 对 得 到 解决 .为 了 使 人 们 感到 具体 ， 今 举 几 个 


例题 如 下 . 
【 例 1] 我 们 地 (33,11) 中 的 6 (x) 写 成 
we 
《35,1) S1C% ,8) ee Df * 9 曙 
那么 不 难 置 出 
{35,2) G1(0,8) Fj 
I 
各 
* YE 
C35,3) Bx) BE” (3 
,0 S 
= Od1(X,b1)s 
其 中 61=6/ Ww 了， 


也 一 个 标准 荐 数 
《35 ,4) 了 1(X) 一 + 瑟 Y+%20(YX)， 
其 中 常数 4 已 ER，9ECCR)， 而 且 存 在 im 人 司 得 19Cx)1 筷 m、 


777 


和 SC 


mh | he de 
( 令 x = bE) 
1 ”ff e+ bE2 28? 
= 请 是 (FEE+ 58 g1(bE) ]*e。- ads 
I+ 开 + 赴 ， 
这 里 I，I 和 下 分 曾 代 表 依 次 的 三 项 税 分 .现在 计算 积分 TI ， 
1 t 
(50) 77- 过 | Se ds (= 3) 
A 1 和 一 12 
-友和 
-4 


接着 计算 I .由 于 上 是 奇 函 数 ， 不 难看 出 


(35.7) 下 | BE a bh 
亚 ~ 
最 后 计算 下 .不 难 丰 出 


上 十 区 ce 
C35,8) | 下 Se Eee-25dE = 无 腿 小 ， 
因此 ， 我 们 有 
(C35,9) 六 人 OX.b) * f(x dx 


“J 答 一 + 死 限 / 小 = 人 C0,6) + 无 限 小 。 


现在 我 们 研究 男 一 标准 函数 
{35,10) fatx)= A Elx|+x:9,(x), 
其 中 4， 扰 和 gz) 与 (35,4) 中 的 一 样 .我 们 计算 下 面积 分 
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C985117 和 下 6B? CX,0) # fx)dx 


-2.1 六 nn 六 falx) 旭 他 一 2 (E) dx 


= 二 。 「 (E+ EIsl + bE: «91668) ] 


“esiedE=- 工 -+ 正 ， 
这 里 I， 半 和 下 分 别 代 表 依 次 的 三 三 项 积分 . 由 于 了 和 页 已 分 
别 由 (35,6) 和 (35,8) 算 出 ， 现 在 只 算 I. 不 难看 出 
(35,12) 1 = > Eléle- 2dé 
i on 


ys | ey 
Mi 0 2 


外 此 ， 我 们 有 
(35,13)  。 | Bb) ed 


fitlo) EE 
yp 61(0,0) + es 无 限 小 ， 


特别 当 .4=1， 二 = 0 和 9,(x) = 9， 我们 有 
61(0,06) 
2 " 


(35,14) + | 本 


2. 为 了 和 61(x 8) 进行 对 比 ， 我 们 在 下 文中 引入 另 一 个 
Delta 函 数 , 在 坐标 系 {059,5} 中 的 标准 函数 
C35,15) #7= VE 
变换 到 {oxy,1} 中 (x= bE，y= 267) ， 得 到 
(35,16) yy =vxi+ b= jx +B(x)， 
这 里 


= 无限 小 。 


G31) BO) = 三 一 一 一 
全) 从) 
在 (35,15) 中 将 ?对 5s 求 导 敏 得 


所 


GQ MA RT 


在 (35,16) 中 将 y 对 x 求 导数 得 


直上 ee 
(35,19) yy (%) = J 


= * SENn(X) + G(x), 
这 里 * sgn(x) 为 x 的 符号 函数 ， 而 a(x) 满 足以 下 性 质 ， 
(35,20) 当 x 不 是 无 限 小 ， 则 2(x) 是 无 限 小 . 
现存 研究 二 阶 导 数 .对 (35,18) 再 求 一 次 导数 得 
1 
(35,21) 1” (£) CE 


对 (35, 19) 再 求 一 次 导数 得 


2 
(35,22)  y'” (%) = rr Tb 


并 且 成 立 以 下 性 质 

(35,23) 当 x 不 是 无 限 小 ， 则 y"? (x) 是 无 限 小 。 
请 注意 以 下 积分 

(35524) ， | yx)dx 


二 co pz 


os | 《3 十 b2) 372 
+ ds 
“ ke En 
现在 令 
b2 
(35,25) Ss (xX) = Te bi) * 


dx 
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:容易 验证 ，64(*) 是 画 数 类 Coil) 在 * (2,+00) 和 (一 00， 
+ coo) 的 Delta 孙 数 . 若 将 定理 (33,60) 中 的 6slx) 换 成 564(x)， 所 
得 命题 仍然 正确 . 若 将 定 再 (34,2) 中 的 81 (x) 换 成 8.(x)， 所 得 
命题 亦 真 。 
现在 研究 6; (x) 对 标准 画 数 的 得 波 性 质 , 首 先 计 算 积 分 
(35,26) 。 。 J Six) * f(x dx 


b* 
= | hh Ta 


( 仿 xX = 5) 

i 本 市 m A £ 2 dE 
ee (+ ES + 6é* « 91(bé) | 
= 工 二 下 十 下 ， 


这 里 I， 工 和 下 分 别 代 表 依 次 的 三 项 积分 ,在 计算 之 先 ， 我 们 
先 指出 以 下 积分 公式 


dE _&£ 1 3 
0 | | | 
十 Sarctgé + Const。, 
这 里 “Const” 代 表 某 个 常数 .于 是 不 难 算 出 


(35,28) 工 =* Fs i 


-给 ee 


=- 


_374 _ 37x | 
-5p -16 /00.00), 
由 于 奇 前 数 的 性 质 ， 我 们 有 
(35,29) 1=* un -dé=0. 


gn 


181 


最 后 ， 我 们 不 难得 到 估计 


5 | 
{35,30) | 下 : 二 幸 上 ea 
| ir 
了 
所 以 最 后 得 到 
C35,31) ” De Oi (x f(x) dx = oe 所 + 无 限 小 


a 
进一步 ， 我 们 计算 以 下 积分 
G85,32) + | 40) + Fal)dsx 


六 mn (+ FIlE|+ bE?* 2 
=I+I+, 

这 蛙 了 ,1 和 下 分 别 代表 依次 的 三 项 积分 .] 的 计算 见 (35,28)， 

下 的 佑 值 兄 (35,30) ,以 下 只 计算 I。 

tw 


《35,33) I=* [ TEST 


这 样 ， 我 们 有 
(35,34) 1» | Pr 


= 人 fit0)61(o0) r+ 无 限 小 。 
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特别 ， 当 =1，E= 0 和 g(x) = 0， 我 们 在 
《35,35) * |. Bi (x)dx =- 60). 
出 以 上 计算 我 们 可 以 得 到 以 下 一 些 看 法 ， 
1 如 有 果 以 5tx) 表 示 菜 个 Delta 函 数 ， 风 (xX ) 在 * MM 的 积 
分 ， 即 


(35,36) * 人 Stxzydx 


与 5(o) 之 疝 并 没有 什么 展 定 的 比例 关系 ,在 (35,14) 中 ， 比 例 系 
数 为 1/w 2 .在 (35,35) 中 ， 比 例 系 数 为 3r/16. 而 对 -4,(x)， 参 
看 (33,70) 可 得 


G5,37) [IIadx= 41(0), 


即 比例 系数 为 1. 但 是 ,如 果 对 任何 5(x) ,都 认为 象 (35,37》 那样 
比例 系数 为 1， 这 是 很 不 恰当 的 ， 

这 也 是 说 ， 对 任意 的 Delta 冰 数 8(x) 而 言 ，6*(x)/6(0) 并 
不 恰好 就 是 一 个 Delta 函 数 。 

2. 如 果 在 (35,4) 中 令 扫 =o， 风 6 (x, 怒 在 (35,9) 中 对 标准 
隙 数 f.(x) 第 取 的 标准 值 为 0， 在 (35,13) 中 对 fs(x) 第 取 的 标 


准 值 为 字 一 .61 (在 (35,31) 中 对 户 (x) 镁 取 的 标准 值 为 0， 在 


(35,34) 中 对 记 (x) 锁 取 的 标 准 值 为 全 .在 这 里 也 看 不 出 任何 


固定 的 比例 关系 .这 样 看 米 ， 对 一 般 的 Delta 函数 6(x)， 它 的 
平方 ， 即 6:(x) 对 标准 晒 数 的 第 取 能 力 并 不 是 固定 的 . 

最 后 ， 我 们 指出 另外 一 件 有 趣 的 事实 ，(35,15) 中 所 表示 
的 是 {os7 ,pb)} 坐 标 系 中 上 半 平 面 上 的 等 负 双 曲线 ,但 换 到 {oxy， 
1 坐标 系 中 则 近似 地 成 了 y= 1x1， 即 一 条 折线 ， 
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836 Delta 范 数 与 黎 曼 反常 积分 

我 们 在 $33 中 引入 Deita 函 数 6Cx) 时 ， 用 到 了 以 下 的 黎 
曼 反 常 积分 
(36, 1) - 产 eedt= 1 
出 此 得 到 局 发 .我 们 可 以 去 随便 地 查阅 一 本 积分 表 ， 属 如 说 ， 
雷 日 克 的 [11) ， 我 们 可 以 发 现 很 多 这 种 公式 . 今 摘录 几 个 如 
下 

pd tw 8 

(C36, 2) -| 


x 


dx= 1,， 


十 ee 

1 二 cc 
《36，3) | e-bxigxdx= 1,， 
(36, 4) 人 edx 1 。 


我 们 完全 可 以 从 (36，2)，(36，3) 和 “(36，4) 出 发 构造 出 
另外 一 些 Delta 函 数 。 
为 了 把 这 种 构造 过 程 一 般 化 ， 在 标准 分 析 玛 中 我 们 设 
(36，5) fFEIt(R,R), {EC(RY , f(y)>0 且 f(D 在 
(一口 ，+ cco) 黎 曼 可 积 并 使 得 


[fwar= je 
与 《33，3) 类 似 ， 我 们 在 {0o5y} 中 研究 标准 函数 
《36，6) y=F(5)=* | far 
换 到 化 标 系 { oxy } 中 ， 即 令 上 = Bx， 则 成 立 


Bx 


(G36， 7 y=FBx) = + | ef Wd 


它 仍 是 * 愉 中 的 函数 ， 在 〈36，7) 中 将 y 对 x 求 一 次 导数 得 
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《36，8) y* (x) = Bf(Bx), 

那么 ，Bf (BX) 是 一 个 Delta 孙 数 ， 关 于 它 的 筛 取 性 质 ， 我 们 

有 以 下 定理 

(36, 9) 若 cEft( 有 ，R) ， 对 任何 标准 数 二 < 有 gg EC 
《加 ])， 又 存在 普 E 民 使 得 对 任何 x 成 立 |gCx)| 
扫 力 ， 又 上 (满足 (36，5》 的 条 件 ， 则 有 F (Bx) 
是 z(x) 在 *〔(- ceo，+co) 的 Delta 函 数 。 

证 明 ， 令 6(x) = Bf(Bx) ， 则 


(C36,10)  。 | ot) ea) ds 


; je web | 
. ‘2 3 十 来 十 者 
De -wb vo 


B(x)#o(x) dx 
=I+T- 工 ， 
这 里 I， 工 和 下 分 别 代表 依次 的 三 个 积分 .首先 估计 工 ,注意 到 
88 = 1 和 8 是 无 限 大 ， 我 们 有 


《36,11> {|<m* | Bf Bw dx(Bx =8) 


=m* | Be * 了 (EdE = 雹 限 小 。 


最 后 这 一 步 是 因为 w 是 无 限 大 ，f (DD) 在 (- co， + co) 黎 曼 可 

积 以 及 定理 (16，36) 而 得 到 .同样 可 以 得 到 | 
(36,12》 页 = 无 限 小 ， 
最 后 计算 了， | 

(36,13》 1=» | Bj (Br ds 


vb 
Ee aloe | sb Br)dx* 


上 式 中 - we sx 和 6， 这 是 积分 第 一 中 值 公式 《23，2 ) 
了 855 


和 连续 函数 的 中 值 定理 《17，16) 得 到 ,进一步 ， 由 于 g(tx) 的 
连续 性 和 定理 《16，33) 得 到 

(36,14) st(wq(xo)) = g(0)。 

又 由 于 f {办 在 《~co，+ co) 获 虹 可 积 和 (36，5) 中 的 积分 
公式 ， 我 们 有 


AAA 
{36,15) st( 。 | BFCBx) dx) 
一 vv 


BB 
-st( | fds) =1. 
所 以 成 立 
《36,16) st I)=g(0}),. 
最 后 由 (36，10) ，(36，1I) ，(36，12) 和 〈36，16》 得 到 


《36,17) st( + | Bf (Bx) ratx) dx) = Gg(0) 


定理 〈36，9) 证 完 。 
泊 然 ， 上 述 Bf (号 x) 也 是 函数 类 CY(R) 上 的 Delta 函 数 。 
我 们 称 6(x) = BCBx) 为 撕 定 《或 非 负 ) 型 的 Delta 函 数 ， 
如 果 f (2) 满 足 (35，5 ) 中 的 条 件 ， 
特别 ， 注 意 到 (36，2 》 ， 了 到 


2 e 
则 


(36,19) 6(x) = Bf(BX) 


并 不 是 偶 函 数 , 这 是 本 书 理论 的 一 个 很 小 的 特点 ， 即 并 不 村 求 
6(x) 一 定 是 偶 函 数 . 

进一步 ， 按 照 Delta 画 数 的 第 二 种 定义 方法 ， 我 们 有 以 下 
定理 
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C36,20) 车 gC ft(R，R) ,对 任何 标准 数 t1 过 有 gE Citis 
ts) 叉 1 (1) 满足 (36，5)》 中 的 条 件 , 则 BJ 了 (Bx)》 
是 &(x) 在 〔- ee，+co) 的 Delta 郑 数 ， 
证 明 从 略 ， 
从 物理 上 讲 ， 正 定型 和 的 Delta 函数 对 于 集中 的 质量 分 布 的 
描述 是 很 合适 的 。 
如 果 我 们 再 次 阅 一 下 积分 表 [11] ， 还 可 以 发 现 另外 一 些 
积分 ， 如 


(36,21) Ds = 1， 
沁 汪 4 十 ee ” 
ee er EE 
C36,22) a i > 人 2 
1 


(36,23) | xexre -er-ldx= 1。 


《1 一 人)e 

在 〈36，23) 中 C 为 欧 直 (Euler) 常数 .在 上 述 三 式 中 被 积 吕 

达 式 不 是 正定 型 的 ,我 们 也 可 以 由 它们 出 发 构成 Delta 范 数 。 
为 了 把 这 种 构造 过 程 一 般 化 ， 在 标准 分 析 中 我 们 设 

(36,24) fEftCR,R) ，7EC(R) , nEN, KA ss 

…，Q, 忆 所 且 满足 不 等 式 

Ely 

这 里 cs = - 00，Coti= +ccs 又 设 当 ai<xX<airi 

成 六 

f(x) = (~—1)'*i4,(x), 

这 里 ;= 0 ，1 ，…，n， 而 且 有 (xX) 空 0 是 2; 之 x 

之 Qi 上 的 函数 ， 又 jEN 最 后 设 1 (在 (~ 9 

+co) 黎 曙 可 积 ， 且 成 立 


| dt 
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对 于 满足 上 述 笨 件 的 / (1)， 我 们 将 证 明 Bf (Bx》 是 一 个 Delta 
图 数 . 上 其 体 地 说 ， 是 证 明 以 下 定理 
《36 ,25) 着 g€ ft CR,R)， 对 任何 标准 数 之 有 gE CC ， 
如) ， 又 存在 mE 尺 使 得 对 任何 x 成 立 jg(x) | 万 
4， 又 (1) 满足 (36，24》 中 的 条 件 ， 则 Bf (Bx) 
是 9(x) 在 +*(-cc，+ec) 的 Deita 函 数 。 
证 明 ， 计 算 以 下 税 4 


(36,26) # | Bi (xy « q(x)dx 


一 ws a 是 Dc 
Ea | 举 二 十 闪 | 
er -EE wb 


Bf (Bx)*q(x)ax, 
= 工 + 有 -下 
这 里 I ， 工 和 焉 分别 代表 依次 的 三 个 积分 .不 难看 出 ， [和 再 
两 项 的 佑 计 与 《36，11) 和 “(36，12) 相同 .以 下 估算 下 ， 


wt 
G6,27) = + | Bf(B%) sox) dx 
(X= 605, Bx=6) 
wwE 
= * | _f(é) ra(bé) dé 
一 再 
Cy [oP wi 
| : vv | | | 
f (Eug(bE) dE 


二 S08S1 十 十 Sn 


这 里 so0,31;… 5; 分别 代 表 依 次 的 nn 村 1 个 积分 .首先 估计 s， 
(36,28) so=， {sf rob a 


Ss | fo(E) vq(bE) dE, 
他 83 
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对 上 和 式 用 积分 第 一 中 值 公式 〈23，2) 得 
C36,29) so= (~ Drgben) | 全 da 


这 里 -VB <f0 志 Q1. 因 此 ~vV6G65Sba， 故 b5,。 是 无 限 
小 ,再 利用 q(x) 的 连续 性 得 

(36,30) st(*xog(bé,)) = g(0)。 
从 而 得 到 


(36,31) st(so) =q(o)(—1)i | 1f, (EdE, 
类 似 可 得 
36,32) St(Ssi) = gq(0)(— 1) 7 人 Ad 


f= 有 “""s Pe 
最 后 由 (36,，27) 得 
(36,33) st( =st(s0) + stCs1) + + stls,) 


=a(0) | 1/ (6d = ato) , 


定理 (36，25) 证 完 。 
进一步 ， 按 照 Delta 函数 的 第 二 种 定义 方式 ， 我 们 有 以 下 
定理 
(36,34) 车 gE ft(R,R》， 又 对 任何 标准 数 11 <<t; 有 gEC 
C[， 122) ， 又 f(t 满足 (36，24》 中 的 条 人 忻 ， 
则 BACBx》 是 g(x》 在 《~co，+ oo 的 Delta 岗 
数 。 
我 们 称 6(x) = /1 (Bx) 为 有 限 变 号 的 Delta 淆 数 ， 如 果 
了 Ct) 满足 (36，24) 中 的 条 件 . 
从 物理 上 讲 ， 有 限 变 号 的 Delta 函数 对 于 描述 集中 的 正 负 
电荷 的 分 布 是 很 合适 的 。 
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我 们 再 翻阅 一 下 积分 表 [11] ， 还 可 以 看 到 如 下 一 些 黎 曼 
反常 积分 


月 
(36,35) | d= EE 
op . 。 
C26,26) | 上 Yd = 1 
在 左 二 两 式 中 被 积 表达 式 无 穷人 次 好 变化 其 符 导 ， 因 此 我 们 必须 
另外 加 以 考察 ， 
为 了 能 从 这 种 无 穷 次 变 呈 的 函数 导出 Della 遍 数 ， 我 们 内 
须 在 MM 中 假设 以 下 条 件 : 


《36,37) fCItR, RY , fFECCR), fH) 在 (- %， 
+ cc) 敌 党 可 积 且 满足 以 下 条 件 
{fa ce 
扒 后 在 杂 : 引 入 以 下 定理 ， 
(36 ,38) 车 gE fttR,R》 ， 对 任何 标准 数 志 扩大 有 geEC 
《rilta2) 和 gq 在 [t,to3 有 界 变化 , 又 存在 imE 到 
使 得 对 任何 x 成立 la(x) | 万 m， 又 f(D 满足 (36， 
37) 中 的 条 件 ， 则 Bf(Bx) 是 qlx) 在 *(- co， 
+co) 的 Deltas 函 数 ， 
证 明 : 对 任何 si, 5,E * 如 时 <<o<s， 还 需 设 3 | 和 |ssl 足 
够 大 ， 我 们 研究 积分 
52 
(36,39) ‘| BI (BxIng(x) dx 
S1 


Sr i 
宕 + | 十 和 | 十 音 | 
SI -v3 
Bf(BxX) q(x) dx 
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= T+ I 本 了， 
这 里 I， 和 和 下 分 别 代表 依次 的 三 个 积分 ,首先 信 计 工 。 


一 At 
(36,40) 1I= :| i 
$1 
(Bx=£, x= 6b) 
一 AAA 了 
加 | » frabe) dé, 
5S] 


也 于 g(x) 在 好 有 办 变化， 所 以 *g 在 * 邓 有 界 变化 ， 利 用 积 分 第 
二 中 和 估 定理 《23，4) 得 


(C36,41) I = #g(si,) | sf dé 


上 _ EE 
+ *g(-— va)*| f (ay dt, 


这 里 8.B8 所 7 乞 - MVB 。 由 于 f (满足 (36,37》 中 的 可 积 性 ， 所 
以 用 公设 (5 ，2》 通 过 * 卜 射 转 到 * 好 则 变 为 */《 我 
们 这 里 简 记 为 1》 在 * 对 的 可 积 性 ;又 注意 到 - w 吕 为 负 无 限 
大 ，、 并 利用 定理 (16，36) 可 得 


(36,42) st(» | jad) 


利 
G6,43) st {YY fas)=0. 
钥 定 理 申 的 条 和 件 知 在 好 成 立 
(vx)L|latx) |m) ， 
出 公设 《<5 。2》 转 到 * 好 得 
CYA) gx)| Em] 。 
我 们 仍 拒 #1x 记 为 m， 放 域 江 
| sea is: 和 腊 | i#g( ~ v6-)| Em, 
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这 样 。 由 (36，41) 。 (36，42) 和 (36，43) 得 
(36,44) st( 了 )=0。 


同 理 可 得 
C36,45) st(H)=0. 
现在 佑 算 工 ， 


ws 
C36,46)  ¥=* | Bf/(Bx) ea dx 
(CBx=E, x= bE) 


wT 
问 | _f (ES)#q(bi) dE. 
~ ww 
由 于 g(x) 有 界 变 化 ， 用 积分 第 二 中 值 定理 (23,4) 得 
C36,47) -a -v501 (Ed 
一 ww 
+ “a {Y fas, 
n1 

这 里 -VB 万 四 VB .进一步 变形 得 

> 
Caode) Tyo) | _f (8) dE 

一 ww 可 


和 co | CD 上 


: i 
+ Caco -rao ye | f(y dE 
| 


= Pi + Ps + ps, 
这 里 2，0* 和 pas 分别 代表 依次 的 三 项 ,由 定理 〈16，36) 稻 (36。 
37) 得 
(36,49) st(p1) =4g(0). 


再 利用 g(x) 的 连续 性 得 
(36,50) st(Ppa) =0 
和 
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《36 ,51》 st (Ps = 0。 
由 (36，48) ，(36，49) ，(36，50) 和 (36，51) 得 
C36,52) stCE)=a(0), 
由 (36，39) ，{36，44) ，{36。45》 和 (36，52) 得 
(36.53) st(* | Bf Bx) sa(x) dx) = dg(o)。 
因为 上 式 中 s; 和 s: 是 任意 的 ， 所 以 成 立 
(39,54) st( * | B/(B*)*q (x) dx) = 4g{0), 
定理 〈36，38》 证 完 ， 
与 定理 《35、38) 相 平 行 ， 按 照 Dirac Delta 阔 数 的 第 二 
种 定义 ， 我 们 有 以 下 定理 
(36,55) 车 gEft(R,R)， 对 任何 标准 数 t 过 有 gEC 
《Lfi，#22》 和 ag 在 [ti，b] 有 界 变化 ,又 上 (为 满 
是 (36，37) 中 的 和 条件， 出 BF(CBx) 是 9(Cx) 在 
《~-co，+co) 的 Delta 渔 数 ) 
证 明 ， 对 任何 %，s 三 尺 ，sIo<s， 我 们 研究 积分 


(36,56) +* | BI CB rg) dx 
~ wt AAA 
一 | 睹 | 十 辜 可 
S1 -3 
第 | { Bf CBx) a Cds 
-1 vb 
+ 了 + 页， 
这 里 1I1， 工 各 了 分 别 代表 依次 的 三 个 积分 .会 考 定理 (36，38》 
的 证 明 ， 我 们 只 需 估 计 工 - 


~ 
(36,57) =» |. a 
(Hx=é, X=08) 
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一 wB 
加 | ,fF(E)9(bE) dE 
£1 


《用 积分 第 二 中 位 定理 (23，4》) 


Ad 


S31 


一 迷人 (SJ) 闪 | 
_ 一 ww 
全 “| 了 (ED)aE 


利用 g(x) 的 连续 性 知 sg(si+) 和 tg( - V6-》 都 是 有 限 数 , 又 利 
用 (36，42》 和 “(36，43》 知 上 式 中 的 两 个 积分 都 是 无 限 小 ， 
汤 以 成 立 
(36,58) st( 1)= 0. 
因此 ， 不 难 夺 出 定理 (36，55) 为 真 ， 证 完 。 

注意 ， 满 足 (36，37) 的 (DD 可 以 无 穷 次 地 变化 其 符号 ， 
由 此 引出 的 5(x) = 如 f (Bx》 为 谈 号 次 数 不 受 限制 的 Delta 画 
数 ， 


如 果 取 
je 汪 sint 
元 
这 时 相应 的 Delta 函 数 为 


sinBx 


(36,59) Ai(x)= Bf (Bx) = >, 
TX 


种 为 由 de Broglie 波 规格 化 所 导出 的 Delta 通 数 ， 其 谈 号 次 数 
不 是 有 限 的 。 

自然 ， 对 于 每 个 g(x)EC CR) ， 如 果 7D 满足 (36， 
5) ，(36，24) 和 (36，37) 三 者 之 一 , 令 6(x)= BfCBx)， 
那么 65(x)》 是 9a(x) 在 s( ~- cc，+co) 和 (-co，+eo) 的 Delta 
函数 。 
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$37 Deita 函 数 的 简单 性 质 

在 我 们 的 理论 中 ，Delta 顺 数 是 以 * 邮 中 的 点 函数 表 达 的 。 
因 些 ， 关 于 Delta 函 数 的 性 质 ， 我 们 更 主张 由 其 具体 表达 式 直 
接 导 出 。 但 是 为 了 和 传统 的 理论 相 衔 接 ， 在 此 作 一 些 具体 说 明 
如 仆 。 

i, 假设 对 每 个 !E RR，5 (xX) 是 g(t+x) 在 * (co，。，+ co) 的 
Delta 沙 数 ， 则 成 立 
(37,1) st(* | sc-p “adx )= aD. 


或 者 ， 设 对 每 个 :EC RR，6(x) 是 gl(1+x) 在 《一 ceo，+co) 
的 Delta 函 数 ， 则 成 立 
(37,2) lim st( + 人 8(x—t) + gx)dx)= q(t). 


Ss:—-+%m 
$1 一 0 


今 只 对 (37,1) 作 一 个 简单 的 证 明 如 下 。 令 x -= 2 出 
(37, 了 的 石 端 等 于 
(37,3) at(。 1 dl 9 (utt) du)=q()), 
证 完 ， 

显然 , 若 f (t) 和 g (x) 满足 定理 (36,38) 中 的 条 件 , 令 5(x) = 
如 1 (BX)， 则 (37,1) 成 并 . 

2. 泌 GCER 有 Eo#0o， 叉 (和 和 g(x) 满足 定理 (36,38) 中 的 条 
件 ，56(x) = BfCBX)， 则 lel6Cax) 仍 是 q(x) 在 * (~co,+ co) 
上 的 Delta 通 数 。 

证 明 . 当 0 汪 o， 我 们 闪 


G37,4 st。 | aa8(ox) * g(x) dd x) 


(Six 二 ») 


二天 和 2 三 
st(*| .500) +a (FT) dy ) -ato) 
当 a<<o， 我 们 在 
(37,5) st(» 人 lals(ax) eq (x)dx) 
( 令 Qx = y) 


-st(-， Po 3(y) +o(>)dy ) 
sa 


= y(0), 

证 完 。 

3. 在 计 中 令 u(x) = 1~-e*， 则 4 =u-1,，w(0) = 0,u( -00) 
=1 和 4(+o0)= 一 cs 

利用 公设 (5,2)， 将 以 上 事实 转 到 * MM 有 *nu(x)=1~*e”* 
外 > = 一 ],*w{(0)=0, *ut{C— “oo0)=1 和 和 *#u{(+*0%)= 一 co 
又 到 6 (xz) 为 (33,11) 中 的 Dielta 函 数 ， 设 dg0x) 是 虹 中 有 界 
( 界 为 zz) 的 连续 函数 ， 今 计算 以 下 积分 
《37,6)  。 | BC u(x)) « glx) dx 

“X= # | — 4)) 


| 
= 


‘|. A A A ed 


1—u i 


wb AD 
人 
了 -vb 


一 申 


ra Te 
+ | | 


1] -u 


nl 


= P+ Pst+ Pss 

这 里 Pp,，Ps 和 Ps 分 别 记 依 次 的 三 个 积分 。 
首先 计算 5;， 不 难 春 出 
一 让 

(37,7) |pl=* | i 


一 理科 


nL 
se 


SE | 
<ml 。 | 81 du | = 无 限 小 。 
现在 计算 Pz。 不 难看 出 
#gfxlafi 一 ty) 
RA -一 一 


wh 
(37,8) Ds = be | G1(u) = 


了 一刀 
(由 * 村 的 积分 第 一 中 值 定理 (23,2)) 


frln(l 一 ao)) 人 
工 一 1 


G; (uy) Qi 


这 里 -~Ve 所 加 所 V6 ,注意 到 /为 无 限 小 ， 册 9(02z) 的 连续 性 
得 
(37 .9) *g(*1n(i—do0)) 和 


1—uWo 
为 匈 限 小 。 这 样 ， 册 51(w) 的 积分 性 质 得 
(37.10) st(P,) = 9{(0)。 
最 后 计算 2s。 不 难看 出 
* gC(* In(l—u)} 
{37,11) Ds= # | 二 G1 (44) A 
特别 当 g(x) = 1， 即 ce(x) 为 取 常 数值 的 函数 ， 则 成 立 


1 61(u) 
:27,12) pee | Ey i 


dius 


1 有 (Dan 
a 


1i~—u 
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这 时 ， 在 * 邓 中 站 是 个 发 散 积 分 。 于 是 对 (37,6)? 的 积分 有 以 下 
每 式 
G37,13) >» {Su ral) dx 
=9(0) 二 无 限 直 + Ps，。 

而 2s 是 可 能 发 散 的 一 个 积分 ， 因 此 (37,13) 左 端的 积分 不 见 得 
有 标准 值 . 

4o 令 P(X) = Xi 一 02，4E 民 目 6>0， 则 2P7(x%) = 2x，9 (04) = 
8 一 G)=De 
当 x 沁 0 时 ，X= JP+ 眶 。 当 xx<<o 时 ，x= -~-vVO+ocz 。 

仍 设 scCx) 是 好 中 有 办 (办 为 加) 的 连续 函数 ，S: (x) 如 (33， 
11) 所 表示 ， 今 计算 如 下 的 积分 


{37,14) {sig (x)) sq) a 
2 { | 二 fo er) i 
ne 
这 里 工 和 和 IE 分 别 代 表 依 次 的 两 个 积分 。 今 首先 计算 【。 
(37,15)  T- ， 人 HCeP x) s(x) dx 
~ 5 
| 人 KMP) 一 


A 
此 OO 
人 0 2/p+ a 
一 vb vb 


由 


二 


| 


| 
Py 

证 
~ 

十 

这 
人 
| 


*aq(— /p+a’ 
+ 一 一 一 一 一 一 一 
时 dp a dp 
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= OT Pat Ps, 
这 里 pi，p: 各 ps 分 别 代 表 依 次 的 三 个 积分 。 由 于 当 9 迄 -yb 时 
成立 


16 (8) | 所 r， 
且 r 是 个 无 限 小 的 数 ， 故 成 立 估计 
-vB 
(37,16) iol<- 袜 ， | : -J 
= mrd— Yo + a 
= 无 限 小 。 


最 然 ， 在 (37,16) 的 计算 中 用 到 了 * 邮 中 的 黎 曼 反常 积分 。 进 
一 步 可 算得 


(37,17) st(p) = L7H 
20 
和 


《37,18) st Ps) =0。 
出 (37,16)，(37,17) 和 (37,18) 得 


{37,19) stK 工 ) 2 


29 
类 似 地 可 得 
(37,20) st(I)= 2 二 
最 后 得 到 


《37,21) st (， 全 ca- 鸭 + gx)dx) 
_g(a)+g(~ 9) 
Ee 
5, 一 般 地 ， 在 寻 设 PE stCR, 了 R)，p (x) 和 和 9'(x) 在 RR 连续。 
令 4=| 1， fn 是 入 的 一 个 片段 ， Pi= 一 ss 有 = 二 cou 设 对 
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每 个 ;E 4， 存 在 8,，Y;，Q 和 4 满足 

{37, 22) Pra 

如 果 iE A 与 i+ 1&€ 4 同时 成 立 ， 则 假设 

(37, 23) MP 

进一步 设 {2,，iE€ 4A} 为 9 (x) 所 有 零点 的 集合 ，W/ (an) 尖 o 对 所 
有 iE 有 44 成立， 又 设 {BP:，i 竹 1 人 iE 4} 为 V9/'(%) 零点 的 集合 ; 

有 内 设 89 Cx) 在 CBi，PBi; 严格 单调 ， 

进一步 ， 在 开设 gx) 连 续 ， 有 界 且 有 界 变 人 化， 三 (满足 (36， 

37) 中 的 条 件 ，6(x) = Bf (Bx)。 然 后 研究 积分 


和 
(37, 24) 举 | OC* PENI) * q(x) dx 


有 1 
一 六 > 六 SC# POX) #9X) dX, 
引申 过 a, 
以 下 研究 (37,24) 中 和 号 中 一 个 典型 项 
Bs 
(37,25) # | OC * xX) # q(x)dx 
月， 


| 染 f+ De 上 十 币 | } 
ed 人 
(SFX) = X= * 1 (1)) 


{ . [+ 7) 的 
Cay PPD 


上 


PUBir1) x wl 
本 计 | } 60D a ag 
py;) ” (y(n)) 
= TL,+ +,. 


这 里 工 ,，I; 和 十 ;分别 代 表 依 次 的 三 项 积分 。 不 伤 一 般 性 我 们 
设 
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《37，26) PPBIZP YP) LP A.) 三 0 
< Pt). 

首先 计算 1;. 由 于 

137,27) Eee 60 aq 
yi) yp 《9 {4u)) 

我 们 不 难得 到 
《37,28) st(11) = 

因此 要 得 到 公式 
G37,29) at 人 spGo0) acodx) 


QF (oj) _ 9g(0) 
PP 0 P(Aa,) 


= 900 
Ta lg C0)1" 

除了 假设 此 级 数 在 对 收敛 之 外 ， 还 必须 加 一 些 补充 条 件 。 

这 些 补充 条 件 必 须 使 得 
{37 ,30) 二 
为 无 限 小 。 请 注意 ， 积分 I :在 9(6.) = 4 时 ， 被 积 通 数 ( 在 * MM) 
有 奇 性 ， 下 :在 42;.) 时 ， 被 积 通 数 有 奇 性 。 轩 此 ， (37,30) 
和 的 和 并 不 自然 地 就 是 无 限 小 . 

6。. 如 果 在 * 村 中 男 数 6 C(x) 足够 多 次 地 可 微 ，glx) 在 村 足 
和 够 多 次 可 微 ， 那 么 对 茶 个 hE 入， 成 立 分 部 积分 公式 
(37,31) # | *glx)dx= I+I 
{37,32) I = C8" Cx) sql(x) +t +t (1)"-ieg -1) 

Cx) OX) + 2 
和 
(37,33) T= CD | om +a dx, 
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如 果 (37,32) 中 的 工 满 中 st(I)=o， 又 设 在 (37,33)》 中 全 
《x%) 是 sx) 在 *(~-coy+2o) 的 Delta 函 数 , 则 成 立 


(37,34) st(* | ec a) dx ) 


= (-D"st(+ | seo ax) 
= {-1)"g'"’ (0). 
注意 ， 在 (37,32) 中 的 1 并 不 是 无 条 件 地 满足 st( 1 ) = o， 
例如 当 6(x) = 6s(x) ( 见 (33,59)〉 而 g(x) = e” ， 就 不 能 保 证 
st( 工 ) =oo 
但 如 果 取 g(x) ECY(R)， 则 总 可 保证 I =0， 那 么 只 需 设 
G(X) 是 00 (x) 在 *(--co，+co) 的 Delta 函 数 就 可 以 保证 
(37,34) 成 立 。 


858 ”Delta 函数 与 傅 里 叶 展 开 


在 物 里 学 中 已 广泛 地 使 用 了 由 正 交 函 数 系 所 产生 的 Delta 
函数 ， 它 人 向 与 前 面 凡 节 所 研究 的 Delta 函 数 不 相同 ， 是 另 一 类 
型 的 Delta 函 数 。 由 于 物理 学 家 已 经 公认 它们 也 是 Delta 隐 数 ， 
所 以 我 们 就 不 必 再 取 新 的 名 字 了 、 

在 时 申 设 c<5，{2(x)} 是 Ca 的 上 的 完全 正 交 归 一 的 函数 
序列 ， 它 满足 以 下 条 件 〈 参 看 [24] ) 

(38, 1) {orp dr= sn 
这 里 P14(%) 为 C(x) 的 复 花 ， 又 
(38, 2) Si 

0 了 洒 及 。 

在 好 我 们 以 Za[a,b 的 记 [a ,99 上 平方 了 可 积 的 函数 空 间 ， 设 
f(x)ELzLaz[aypol。 现 在 在 !azfc, 的 中 引入 
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(38,3) falx)= antx), 
| 


其 中 
五 
(38,4) a= | fc)ptr) dr. 


将 (38,4) 代 入 (38,3) 得 到 


6 
《38,5) fetx)= > | iy PXIF Cy dy 


n=1 
7 b 
= lim 下 PyIPAN)f Cy) dy. 


由 于 (38,5) 的 右 端 当 h 一 < 时 极限 存在 ， 故 由 定理 (16,36) 得 


(38:6) fal ast(s Be | p90 ydy 
n=1 好 


Bb 天 
-st( | F009* Doty)9rdy) 
9 ncl 


这 里 KE 加 为 正 无 限 大 ， 而 f，vw 自 然 地 表示 了 在 ， 计 中 的 。 
了 和 * gg。 以 下 也 应 如 此 理解 ， 妈 省略 了 “*” 号 。 

由 于 {%,(%x)} 的 完全 性 ， 可 知 在 ZC6 ,的 中 jx) 与 f(x) 相 
等 。 

请 注意 ， 在 好 中 
{38,7) lim 袜 pi(y)9o() 
一 般 没 有 确切 的 意义 。 但 在 * 好 中 
{38,8) Byxsy) = Soily) lx) 


对 一 切 &E * 六 是 有 确切 意义 的 ， 而 且 成 立 


(38,9) 了 GO=st(。 | ,aK ,sy) 7 dy). 


如 果 注 意 到 在 过:[a 的 中 六 (zx) 与 了 2X) 相 等 ， 则 * 虹 中 的 函 数 6 
(K ,Xx,y) 构 成 L254 62 到 L256, 的 单位 算 子 。 按 物理 学 上 的 约 
定 ， 我 们 又 称 6CK ,x,y) 为 LoCo ,583 上 的 Delta 通 数 、 

进一步 ， 如 果 在 * 叶 中 记 
(35 ,10) fx)= 六 {L882x, fy) dy. 
这 里 &E * 入。 那么 当 8 是 无 限 大 时 ，st(f 《Xx)) 与 1《x) 在 LCa， 
2 中 相等 。 


特别 。 若 Pi (x) = -全 坷 = 常数 , 则 对 一 切 4E N 戌 立 


上 
{38,11) -| OlR,X, yy=1.。 


以 上 这 些 是 完全 正 交 系 {9,(X)} 的 重要 性 质 、 
[ 例 11] 我 们 取 P,(x) 为 指数 形状 的 三 角 轴 数 系 


Rnx/it 


1 下 
(33 ,12) F(X) = Jare 


定义 域 为 [所 x 二 1(1>0)， 这 里 # 为 束 数 . 
根据 (38,8)， 我 们 在 这 电 取 
一 3TTtSg-x] 


(38,13) dhyxsy) = 3 « > e : 


= 一 


f 人 2 
7 wm(y— x) 
21 
现在 在 于 设 fx) ELC 1 门 ， 县 (x) 在 -1 ,1 内 的 每 个 
闭 区 向 上 连续 和 有 界 变 化 ， 今 
《38 ,14) falx) = lim | chs, yf Cy)dy, 


则 对 任意 xE (一 1, 站 ， 成 立 f(x) = f(x) (请 参看 1) 。 
由 (38,12) 可 直接 看 出 ， 对 《38,13) 中 的 5k,x, yy) 成立 
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* S11 


《38 .15) * 上 G(8,Y dy =1. 
如 果 仿 照 (38,10)， 对 每 个 EE * 襄 仍 令 
i 
C38,16) fi(x)= | Csr, fy) ady, 
则 当 到 Ex* 浆 月 六 是 无 限 大 时 成 立 
(38,17) fx) = st(f (xX)), 
[ 例 2】 Legendre 多 项 式 ，( 清 参看 列 别 捷 夫 ?1), 当 nn 是 


非 负 整数 〈 即 ? = 0 或 nCNN) 令 
1 ed 


二 
(38 ,18) P(x) ET {Cx — 1)"}, 
则 成 立 以 下 正 交 关系 
人 0。 的 寺 并 
(38,19) | Pa (xX) DPX dX = » 
< oo f=, 
292 十 1 


1 

(38,20) 6 (xy = SD( ma+ 了 可)Po(c)Po(y) 
neo 

E+1 里 


X% 一 多 
对 上 式 中 的 5(8,x,y)， 不 难 验 证 成 立 以 下 关系 


《38 ,21》 间 下 Sk,X, Ydy=1. 
-1 


现在 在 民 设 f(x) EZLs[-1,1， 又 设 FxX) 在 (-1,1) 是 分 妖 光 滤 
的 连续 函数 ， 令 


G88,22) fe) = lim | Ck,x,y) f(y)dy, 
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则 对 每 个 xE(- 1,1) 成 立 六 (xz) = f(x) ,如果 对 每 个 RE * NN， 
仍 令 
(38 ,23) fi (X) = * | Ck x, 9 fdy, 


独 当 天 E * 入 且 K 为 无 限 大 时 成 立 
(38,24) f(x) = st(f r(x)). 
{ 例 3】 Hermitc 多 项 式 ，( 请 参看 1) . 若 n 是 非 负 整 


(38.,25) Hlx) = (-1)" ex’ 
(38,26) | extHa(x) H(t dx 


1 


2 
如 一 Xe 


| { 0 ， a 97 寺 ， 
2"NnIMT, =n 
同样 ， 对 8 毛 x* 入 令 
1 上 Hx FH,(y) 


《38 ,27) 8 (k,X,y ) = 2 pr 
则 成 这 
G38,28) + | ee6texsy)dy=1， 
现在 在 几 设 (x) 使 得 


| lxle-s: fr) ldx 


收敛 ， 且 在 (一 22, + 0) 内 的 任何 闲 区 间 上 是 分 段 光滑 的 连续 
撒 数 , 令 


(38 ,29) f(xX) = lim | fe Yk, x,y)dy, 
出 对 每 个 XE (一 co, + 中) 成 六 了 (x) = f(x)。 
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只 内 2 


如 果 对 每 个 RE * 六， 仍 令 
《38 ,30) fi(x) = > | ey, x, yf C9) dy, 
则 当下 和 * 入 且 开 为 元 限 大 时 成 立 
(38,31) fx) = st(f r(x)). 
【全 4 ]Laguerre 多 项 式 。 (请 参看 所) ,对 2 的 非 负 整 
数 ， 定 多 


i (ery) ， 
nl Ax 


这 里 ca> - 1 .不 难看 出 L(x) = 1， 和 战 立 以 下 正 交 关系 
(38,33) | -xs Lax) Le (Cx)dx 


0 ， I fH, 
TY rwm+tra +1) 
sR 


= 
11 


现在 ， 对 RE * 入 ， 令 


好 
《38 ,34》 OCR, XY) =: >: yr Cx) LCy), 


则 成 立 
《38 .35》 * | eGtk, x, y)dy= 
9 
现在 在 谣 设 f(x) 和 使 得 


| Flay 
收 化 且 在 (0 ,oo) 的 任何 有 限 开 区 间 都 是 分 段 光 滑 的 连续 耳 数 ， 
全 
(38,36) fx) = im | Ts 
则 对 每 个 xE (0, 2) 成 立 f (x) = f(x) ,如 果 对 每 个 hE*N 定 义 
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《38，37) fy, (KX)= = | ~ ety dCk,%,y) f(y) sdy 
则 当 天 E * VW 是 KK 是 无 限 大 时 成 立 

{38,38) fx)= st(f (x)). 

这 样 ， 在 姥 中 如 有 果 {8,(x 站 是 区 间 [a,83 上 以 P(x) 为 轰 函 

数 的 完全 正 交 归 一 的 省 数 序 列 ，。 则 仍 可 按 (38.8) 定 义 8(8,x， 
yy 六 如 果 在 于 存在 某 个 冰 数 集合 中 ， 当 六 xzx) E 中 时 ， 以 下 极 限 
存在 

C38,39) 了 -Co = lim | ptech,x, yf dy , 
而 有 生 对 任何 XE te: 的 成 立 CCxzJ = 了 (Xx). 那么 对 8E * 入 可 定义 

(38,40) fr (X)= * | pe) 6, ,yf (ydy. 


当 开 G * 入 且 玉 是 元 限 大 时 成 立 
f(x) = st(f rx)). 
这 时 称 5( 玫 ,xy) 是 区 间 [o,b9 上 以 PCy) 为 权 的 关于 函数 类 呆 
的 Delita 国 数 .特别 当 mi(Cx) = 常数 时 成 立 
(38 ,41) 1 .ecopadexy)dy= 1. 
以 上 讨论 的 是 傅 里 叶 级 数 ， 以 下 将 讨论 精 里 时 变换 . 我 们 
从 举例 入 手 . 
{ 例 5] 在 于， 当 xC (~ ci, + 00) 时 ， 令 


4 


(38, 42) AA) = e+ 
~ 2 
| 
抱 《4x) Se : 
这 时 正 交 性 条 件 是 考察 


G843) [pp ds 
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| 30 


1 + ， 二 
| 厂 1 a 7 人 区 


= lim et dx=? 
To 


出 于 这 个 积分 在 妇 不 收敛 ， 于 是 在 标准 分 析 中 讨论 它 就 遇 到 了 
困难 . 
但 在 * 村 中 ， 对 QE * 及 和 a>>0 令 


(C38,44) et， 人 p+ (A, x) PA x dx 


1 * jt-Ar)s 
人 fer Ja 
人 Sinc(4 一 4) 
x 站 一 下 
当 & 是 无 限 大 对， (94,4,4 ) 是 已 知 的 Delta 函 数 (参看 (33 。 
34)) 注 意 ，(38,44) 是 正 交 性 的 推广 。 

现在 在 训 中 设 f Eft(R,R) ，|1 用 在 (~ co，+cc) 获 曼 可 
积 ，j ECCR)， 且 f(x) 在 尺 的 每 个 闭 区 间 上 有 界 变 化 .( 和 参看 
11) .又 对 每 个 BE * 尽量 有 盖 0 念 


后 
《38,45) (Bo 人。 (p09 0,y) dh 


Ea! | @+ 1C#~y) fA 
1 sinp(x — y) 
x x—-y 
当 B 是 无 限 大 时 ，5(6,x,y) 是 已 知 的 Delta 削 数 ， 请 参看 (33， 
34) ,对 于 上 述 的 j (x), 令 


G8,46) fe C0) = lim | “6p,x,y)f (9)dy, 


出 在 村 中 已 有 结果 f(x) = f(x) ,对 任何 x 蕊 己 成立, 这样, 如 果 
令 


= 
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《38 ,47) f; (xK) = 8# | BCP,x, 9 f(y) dy, 


则 当 肪 C * 太 且 为 正 无 限 大 时 成 立 
(38,48) f(x) = st(f i(%)), 
【 例 6] 在 以 ， 对 任何 4,，xE50,20), 令 


(38,49) Pg) = (xy EIAx), 
这 里 > 之 - 走 , 小 为 Besse1 函 数 .在 :中 ,对 QE ，R 和 Qa> 0， 


令 
(38,50) A (0,4,4°) 


六 | pr, x A, x dx 
o 


= /le | AR) CA) dx 

当 a 是 下 无 限 大 时 ， 由 下 面 的 陈述 可 知 ，JAC2,4,4) 也 是 一 个 
Delta 隙 数 ， 

闭 区 间 都 是 连续 的 和 有 界 变 化 的 函数 。 并 满足 

(38 ,51) 所 fx) |dx 

取 有 限 值 《请 参看 ''*1) .- 

现在 对 BE * 及 和 有 > 0 ， 念 
《38 ,52》) G(B:xXyy) 


[e000 2, yah 
[0 


1 


je | 47,0207 ,02y)a2 
对 于 满足 上 述 条 件 的 f(x)， 令 
C38,53) fo (x) = lim | ,668,x, fdy, 
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好 症 柑 ， 对 任何 x 亏 (0 ,520), 成 立 f (Xx) = 了 (x)。 这 样 , 令 
(38,54) fo (xz) = ， {gc8,x, Wf 9dy, 
则 当 B€ * 了 R 且 为 正 无 限 大 时 成 立 
(38,55) f(x) = st(f (x)). 
天 此 ， 我 们 有 理由 把 * M 中 的 函数 6(B,x,y) 看 作 是 要 中 的 湾 
足 上 述 条 件 的 函数 1(y) 的 Delta 呐 数 ,当然 这 与 本 节 前 面 各 节 
的 Delta 函 数 不 是 一 个 类 型 的 。 

在 这 里 ， 由 于 在 (38， DP x) 中 的 变量 2 和 x 是 对 称 
和 的， 所 以 成 立 
《38 ,56) 6B,xX,y) = CDx。y)。 

现在 讨论 一 般 的 情况 ,这 时 ， 在 吝 中 车 4,x ER, 给 定 了 二 
元 函数 
(38,57) F(A,x), 
Re ee 

外 ， 给 了 定义 在 玉 上 的 通 数 集中 ， 不 伤 一 般 性 ， 可 设 中 

“的 子 集 ， 

现在 对 QE * 只 日 <D>， 定 只 
C38,58) 了 Janj = {ppd dx 
如 果 当 a 是 正 无 限 大 时 ， 对 了 € 中 成 立 
(38;59) st | FAVA NY dA = 0N, 


出 称 LJ (0,2,4) 是 中 上 的 Delta 沙 数 ， 也 可 称 9 (4,x) 对 里 接 2 构 
成 正 交 归 一 的 连续 谱系 统 。 
进一步 ， 对 BE 天 和 所 全 0 ， 定义 


(38,60) 6 (Bxsy) = + | 20, 00, yd 
如 深 当 是 正 无 限 大 时 ， 对 fE 中 成 并 
277 


G8,6D) AGO =st(。| 686,x, f(y dy), 


划 称 6(B8,x,) 是 四 上 的 Delta 通 数 ， 并 且 称 Pp (4,x) 对 中 按 4 是 

如果 对 于 (38+57) 中 的 p04,x)， 相 应 的 I (9,4,4') 和 56(8， 
X,Y) 当 0, 为 正 元 限 大 时 都 是 中 上 的 Delta 函 数 ， 则 称 (4,x》 
对 中 按 4 构成 完全 的 正 交 归 一 的 连续 谱系 统 . 

涩 g(%,x) 中 的 2 和 x 是 对 称 的 时 候 ， 成 立 (38,56) ， 则 8 人 1， 
x%) 的 完全 正 交 归 一 性 由 一 个 Delta 削 数 所 刻 通 ， 

总 之 ， 在 本 章 中 ， 自 8 33 车 8 37， 所 讨论 的 是 最 原始 的 
Delta 逊 数 ， 而 $38 所 讨论 的 是 由 完 使 正 交 归 一 系 所 派生 的 
Delta 函 数 〈 可 以 称 之 为 正 交 系 的 Deltta 函 数 ) .两 者 在 物 理学 
中 都 有 广泛 的 应 用 ,这 二 者 是 有 所 不 同 的 .前 者 可 以 写成 一 元 函 
激 的 形式 ， 如 56(x)， 而 后 者 则 不 一 定 能 表 为 一 元 函数 ， 常 常 要 
写成 二 元 函数 的 形式 ， 如 6(x,2) ,但 它们 都 对 训 中 的 某 类 浮 数 
起 着 第 取 的 作用 ,好 像 是 一 个 单位 算 子 。 
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第 七 章 奇异 积分 


本 章 讨论 的 中 心 是 奇异 积分 以 及 有 关 的 问题 ， 这 些 问 题 都 
是 源远流长 的 。 作 者 在 这 里 提供 一 点 自己 的 看 法 ， 这 些 看 法 昌 
属 初步 ， 但 却 是 引发 作者 写 这 本 书 的 原始 动机 。 


859 定义 不 完全 函数 的 积分 
作为 启发 ， 我 们 首先 在 好 中 讨论 ， 设 
1 # 一 2 夺 X 9 1 s 
1, 1 <x<2， 
但 对 -1 之 x 之 1 ，f(x) 尚未 定义 ,现在 问 
(39, 2) [foddx=? 


要 回答 此 问题 ， 唯 一 的 办 法 是 对 函数 (x) 在 -1 <x< 1 进行 
补充 定义 。 这 种 补充 定义 的 方法 很 多 ,例如 令 


(C39, 1) f(x) = : 


1， -2 
(39, 3) 9 X39A) = x+ -1<x<1， 
1 1 夺 % 寺 2 


那么 
《39， 4) | A 


=2+{ are+ 1 Adx 
4 


当 4 在 并 中 变化 时 ，《〈《39，4)》 中 的 积分 可 以 取 到 怀 中 的 每 一 个 
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数 . 如 果 把 〈39,4》 中 的 积分 每 一 个 值 看 成 〈39,2) 中 的 积分 
的 可 能 值 ， 则 〈39,2》 中 的 积分 可 以 取 到 忆 中 的 任意 一 个 数 。 


(39, 5) Q(X) = a -1<x<1， 


那么 
(39, 6) | g(x) dx 
-2 


为 奇异 积分 .我 们 也 不 能 排斥 《39,6) 是 (39,2》 中 积分 的 一 种 
可 能 的 解答 。 
总 之 ， 对 通 数 x) 进行 不 同 的 补充 定义 将 对 积分 (39,2) 
给 出 不 同 的 解答 。 , 
在 标准 分 析 许 中， 一般 可 引进 以 下 定义 
(39, 7) 者 ac<o，9Cra, 的 ， 和 三 E ft(CeybNe, 避 ) ， 称 9 
是 7 在 fa ,的 的 黎 曼 可 积 的 延 拓 ， 如 果 gEftCca, 
， 呈 )，9 在 [4， 忠 禾 曼 可 积 而 且 对 每 个 x€ [a， 
bi\g 成 立 9(x) = (x). 
进一步 可 以 定义 
(39, 8) 若 4 之 bp，gqCfo,6Y，fEfttCa,bN\g， 也) 和 J 是 f 


在 Ce, 所 的 黎 蝇 可 积 的 延 拓 , 则 称 | ， 9(x)dx 是 


| ,f(ax 的 一 个 解答 。 
在 以 上 思想 的 启发 之 下 ， 在 好 ,可 以 引入 以 下 定 光 
(39, 9) 车 0 ,bE RR ,0<b, gcra, 的 和 太 Eft(re,pNa， 
开 ) ， 称 9 是 j 在 [*cy,*bo 的 黎 曼 可 积 〈 或 工 可 积 ) 
的 * 邓 近似 延 折 ,如果 9E * ft(Keaysp], 玉 〔〈 或 复 
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数 域 C6))，* [9 在 <*0,* 门 黎 妈 可 积 ( 或 上 可 积 )] 
和 和 对 全 个 x 疡 Ca, 人 Ng 和 和 YE mon(*x) 成 立 9(y) - 
s*F (y) 是 无 限 小 ， 

进一步 定义 

(C39, 10) 车 48,5E RR ,a<b, gC[a,b), fEft(lta,bN\g, 
如) 和 9 是 /在 [scyso] 的 黎 虹 可 积 〈 工 可 积 ) 的 * 尊 


近似 延 折 ， 则 称 。| ,9g(z)ax 是 | ， fdx 
在 * 对 的 一 个 近似 解答 .特别 ， 若 。| ”9x)dx 


是 有 限 的 , 则 称 st(* 全 scoaz) 是 | . 人 


的 一 个 标准 解 . 
不 难看 出 ， 若 7 在 有 限 区 闻 5o, 的 黎 曼 可 积 (或 上 可 积 ) ，9 是 7 
在 [*a,* 约 的 黎 曼 可 积 〈 或 也 可 积 》 的 * 邮 近似 延 拓 ， 则 成 立 


《39,11》 st( *[ g(x)dx )= [ flx)dx,. 


请 注意 ， 存 本 书 中 ， 必 须 是 在 Ca, 的 点 点 有 定义 ， 才 会 成 立 F 
在 [ae ,0 黎 曼 可 积 《或 了 可 积 ) . 
以 下 研究 一 今 其 体例 子 ， 在 型 中 研究 以 下 积分 


(39, 12) i(A) = | Apdr， 
其 中 六 (区 = 所。 当 4 袜 0 时 ， 这 个 积分 并 不 奇异 ， 这 时 


-人 


A 
A+ 0 , 
如 果 把 复 变 函数 中 的 解析 开拓 原理 用 到 ?4 上， 那么 对 一 切 
4(4 关 一 1) 都 有 
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， 1 下 +1 
(39,18) iD = 。 
特别 当 4= -3/2 时， 代入 39,13) 得 
(39,14) i(-3)= [1a 2V3 
这 就 是 用 解析 开拓 方法 对 奇异 积分 给 出 了 一 个 实数 值 。 
现在 我 们 取 5 是 正 无 限 小 ， 在 * 达 定义 如 下 的 函数 


1 
(39, 15) 9 (ft) = 2 


0 ，0 <t<o, 
并 且 令 


(39,16) TCD =* | Tg, Dat 


- -em ) 


当 4> - 1 时 成 立 

1 1 4+1 
(39, 17) st(1 (0) = (2) 
训 


《39,18) st(7 (2)) =1i(N). 
但 当 4 = ~3/2 时 ， 由 (39,16) 得 


C39,19) J (-3)= Be va) 


即 (一声 ) 是 正 无 限 大 。 这 时 ， 39,14) 与 《39,19) 两 个 结果 


之 间 相 差 为 无 和 限 类。 那么 倒 底 娜 一 个 结果 是 合理 的 呢 ? 如 果 局 
和 限 在 标准 分 析 的 范围 之 内 ， 这 个 问题 是 不 好 回答 的 。 而 现在 我 


们 可 以 回答 这 一 问题 了 。 


对 4<0 时 情况 , 按 我 们 定义 , 9; 是 /在 [0 ，] 的 黎 曼 可 积 
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的 *W 近 似 延 拓 ， 记 以 7() 是 | 二 fd 在 *M 的 一 个 近似 解 。 
另 方面 ， 我 们 又 可 以 引进 下 面 的 函数 
本 1 
(39,20) 1(t) = { Ys 
or+K(-0), 0&t<0o, 
这 里 0 是 正 无 限 小 ，K E 。R 是 任意 的 .那么 S40) 是 1 (1) 的 【0， 
福 ] 的 黎 曼 可 积 的 :MM 近似 延 拓 . 记 
(39,21) T1(A)=» | 5, (Dd 
=*| CorrKO-0)) dt+ "iear 


i 
这 4 直 十 下 1 et EK 2 
三 TI G 中 (z) “zs” 时 


A+Ll 
如 果 特 别 取 
的 
(39,22) yg 1 
那 必 
1 1 4+1 
C39,23) TCD = 本 这 二 ) ， 


由 于 i(D =stt7 CD)， 所 以 ii) 是 | tidt 的 一 个 标准 解 。 

综 上 记述， 在 我 们 的 理论 中 ，7( 力 和 ;1) 都 是 所 允许 的 解 
答 。 当 然 还 有 别 的 解答 ,例如 在 39,21) 中 令 KK 在 sR 中 任意 变 
动 ， 那 么 I.() 可 取 到 *R 中 的 任意 一 个 数 。 这 就 是 说 ， 当 4 二 0 
时 * 且 中 任何 一 个 数 都 可 能 成 为 奇异 积分 

| tadt 
的 一 个 解答 。 
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因此 ， 作 者 认为 ， 在 解答 物理 学 中 的 发 散 积 分 时 ， 必 须 有 
其 它 物 理 上 的 附加 条 件 ， 虽 根据 这 些 附加 条 件 ， 去 寻找 每 个 问 
题 合 理 的 在 * 的 近似 解 .从 数学 上 看 ， 胃 解析 开拓 法 所 得 到 的 
发 散 积分 的 值 只 是 无 限 个 前 能 中 的 一 个 ， 只 相当 于 一 种 特别 的 
*M 近 似 延 拓 。 

如 采 我 们 把 通常 的 空间 称 为 宏观 世界 ， 把 小 字 宙 称 为 微观 
世界 。 把 巨大 的 字 宙 称 为 宇 观 世界 ， 那 么 对 于 物理 问题 或 天 文 
问题 而 言 ， 如 果 * 邓 近似 延 折 所 得 的 函数 能 进一步 反 映 微观 世 
界 或 宇 观 志 界 的 物理 或 天 文 特性 ， 那 会 多 么 使 人 振奋。 从 数 
学 上 讲 ， 我 们 在 * 于 近似 延 拓 的 基础 土 求解 奇异 积分 ， 只 是 从 
逻辑 上 说 明了 进一步 深入 认识 和 描述 物理 世界 和 天 文 世 界 的 一 
种 可 能 性 。 


840 关于 奇异 积分 的 简单 例题 


为 了 加 深 对 上 节 中 定义 的 理解 ， 本 节 再 举 几 个 例题 ， 说 明 
如 何 处 理 具体 的 奇异 积分 。 
【 例 11 赋 究 积分 


(40, 1) | a 
Rs 


这 里 被 积 西数 (x) = 二， 在 x = 0 函数 没有 定义 , 它 是 被 积 函 
数 的 奇 点 。 
今 在 *M 定 义 函数 


C40, 2) gx) = DBx) 


[= 


1 2 B 
到 Wp E e-i dt 
在 上 式 中 把 x = 0 看 作 g1(x) 的 可 去 奇 点 ，B8 是 正 无 限 大 。 由 (33， 
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8) 可 知 9.(x) 是 过 在 [ - 1 ，1 的 黎 曼 可 积 的 *M 近 似 延 拓 , 由 
于 gi(x) 是 奇 函 数 ， 所 以 成 立 
《40，3) “人 gcodx=0: 


进一步 ， 在 * 肝 令 


(40, 4) 92(X) = re 


其 中 6 是 正 无 限 小 ，; 是 虚数 单位 , 则 gu(xz) 也 是 二 在 [一 1， 了 的 
黎 最 可 积 的 *M 近 似 延 拓 .不 准 看 出 
C40, 5) st(* | g(adx ) 


-st(* | 
-st | dX—i* | ) 
= ~ izst(* {sscx) dx ) 


二 一 Ts 
这 就 是 说 。 串 数 - 弛 可 以 是 积分 〈40，11) 的 一 个 标准 解 。 
如 果 在 *M 令 . 
(40，6) ga(x) = gifx) +Co6i(X) 
+ C6” (Xx) + + C6 CCX)， 
其 中 6,{x) 的 表示 见 (33、11)、nEN,C6，Ci,…,C,E* 情 (或 


非 标准 复数 域 *G ) ,这样 。9s(x) 是 二 在 C1， 攻 的 黎 曼 可 积 的 
.近似 延 拓 。 不 难看 出 
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(40, 7) + 由 Jal(x)dx 
1 
三 ~) Grdx+ Ce GT (x)dx 


十 ，…， 十 | CO ‘(xX)dx. 
于 是 ， 任 何 非 标准 实数 (或 复数 〉 都 可 以 是 积分 (40， 1 在 sj 
的 近似 解 . 
【 例 2】 设 标准 函数 9 在 [一 1，1Jn(nEN) 次 连续 可 微 ， 
研究 积分 


《40， 8) 柄 qx = 自 


第 一 种 解法 .用 〈40，2) 取 9,(z) 为 二 在 [ ~ 1，1 的 黎 曙 可 
积 的 *M 近 似 延 拓 ， 则 (40，8) 在 *M 的 一 个 近似 解答 为 


2 CX) 
《40， 9) Ey Es |x| 


( 令 Bx=£， x = 605) 


2 
ca sr 


显然 ， 这 个 解 不 一 定 是 有 限 的 .因此 ， 相 应 的 《40，8) 解 此 时 
不 一 定 有 标准 解 。 


第 二 种 解法 。 取 (40， 全 中 的 gs(x) 为 二 在 [一 1， 才 的 黎 曼 
可 积 的 * 太 近似 延 拓 ， 则 《40， ee 


(40,10) st(* li Ee 


Dr 
e-t dtax 


1 i 
S XP(%) fp) 
st(* |. i 一 13%2 十 Db Us ) 
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dx) iarp(0) 


Il 


sf 。 号 开 一 0 


= —ixg{0) 
十 st( 率 | 灾 I'm plEx) dEdx ) 
-img(0) + { |, 9 (Ex)dedx. 
肖 为 当 8 是 正 无 限 小 时 ， 玻 立 
RE 

玉 以 得 到 《〈40,10) 最 后 的 标准 部 分 。 

第 三 种 解法 。 取 40，6) 中 的 9s(*) 为 二 在 C ~ 1，1 的 黎 曼 
末 积 的 x*1f 近 似 延 拓 ， 则 
C40,11) {gp dx= 中 人 eeowcoax 


I | " gx)Bx) dx +t Cs 
下 qx) 8 Cx) dx 


tet 1G | Pex) "Cds 


可 以 取 到 * 尽 《或 * 乙 ) 中 的 任意 值 .特别 当 Co:C，…， Cs,E RR 
《或 6〉， 我 们 可 以 推 得 


《40,12) "| gs Pdx 


一 岂 | Gx Px dx + CPO) 


~ Cp’ (0) rt (— 1) CP "(0) 
+ 无 限 小 。 
[【 例 3 研究 积分 
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(40,13) | coazx- rl 
站 
本 例 中 取 ¥ (x) =e- 当 1 -1 时 成 立 
《40.14) 了 (+1) = | 
当 4 之 一 1， 利用 解析 开拓 公式 
AOslay TOL A 
和 ~21<2< -7， 注 意 到 240 中 的 公式 ， 我 们 有 


TA+t+n+ 1) 
(40,16) fe) TD ee pre 
这 样 就 定义 了 解析 函数 PC2) 。 虽 然 当 4 之 -1 时 积分 (40，13) 
发 散 ， 但 利用 解析 开拓 的 方法 可 以 得 此 奇异 积分 的 一 种 解答 。 
赣 尔 劳 特 5 3 3 利用 了 十 个 十 分 复杂 的 手法 来 完成 这 个 解析 
开拓 的 过 程 ,他 的 表示 如 下 


《40 ,17) 全 wpcoax = | ceco 一 of) 
o 0 


— XP 0) 一 … Pp (0)Idx 


2 
nn~1)1! 


~ A) 

+ EE xXx x + i 
因为 当 4> - 1 时 ，(40，17) 县 然 为 真 ,因此 当 -m-1<4<-y 
时 ， 就 利用 《40，17? 进行 开拓 。 由 于 解析 开拓 的 唯一 性 ， 因 
此 《40,17) 仍 是 PC4+1I) 的 另 一 表示 。 

现在 仿照 〈39,20) 在 * 邓 引进 下 面 的 辅助 函数 
Xs OSXL#CO, 
Oo! r+rK(NV) (xX-0),0Sx<o, 
这 里 0 是 正 元 限 小 ， 天 EC *ft(* 有 R,#* RR)、K (1) 与 Xx 无关。 于是， 9 
(x， 4)e 一 在 [0,s*cc) 是 Ze 的 黎 曼 可 积 的 *s 好 近似 延 拓 。 现 在 计 
算 
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(40,18) g(xs A) = { 


C40,19) LDO | g(xs edx 
= * | tor + KD oe "ds 


La 
十 间 | xie “dx 


u 


=(1-e Jo:+K(ML1I-0o-e ") 


十 本 | wie-"dx, 
请 注意 ， 在 上 式 中 KK (4) 的 系数 是 
(40,20) 1-0O~e™" 


0 
=1~0O~-1+ 人 0 一 十 
02 
Ce QQ。 
21 


这 样 ， 如 困 取 KK (办) 使 得 
C40,21) (1—e or+Kil)(l~-o-e "=0, 
出 当 4>> ~ 1 时 成 立 
C40,22) TOD=* 全 >: e-*dx = 无 限 大 。 
又 如 果 取 天 (4 使 得 (40. 19) 的 最 后 的 表示 式 等 于 PC(4+1) ， 对 
和 成立 7(4) = 了 14+1)。 
其 实 。 当 玉 (4) 恋 化 时 ，7(4) 可 以 成 为 w* 好 中 任意 指定 的 
品 数 。 
了 例 4 在 (40,13) 中 取 2(x) =e ?这 里 轧 E 民 上 且 po. 
现在 研究 积分 
《40,23) | eax=3 
当 4>~ 工 ， 由 [14]，[110 和 [52 可 以 查 到 以 下 公式 
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POA+1) ee 
pivi = | 
当 / 一 -1，[514]，F[113 和 和 [52 中 没有 讨论 。 如 果 我 们 对 4 进行 解 
析 开 拓 ， 不 管 是 直接 由 (40,24) 进 行 解 析 开 扰 或 者 用 很 复杂 的 
公式 (40, 17) 进行 开 折 ， 其 结果 都 相同 ， 都 构成 (40,23) 的 一 种 
解答 。 
现在 仿照 (40,18) 在 *M 引 进 辅 助 函 数 

Xi, OCAT#co, 

K(X,A), 0<X<O。 
我 们 在 *M 选 择 瓜 (x， 因 使 得 9(x 人 是 xie !*' 在 XEfos*o0) 的 
黎 曼 可 积 的 * 对 近似 延 拓 。 现 在 计算 


(40,26) I(p,x)=. {gx de "dx 
一 宰 | ee az 


《40，24》 


9 


40,25) J 4A) = 


十 为 | 人 eas， 
这 里 玉 (xx 妇 可 以 在 很 广泛 的 函数 类 中 人选 歌 .例如 可 以 选取 到 
《xy) 是 x 的 多 项 式 ， 寡 级 数 和 三 角 级 数 等 等 ， 这 时 《〈40,26) 在 
端的 第 一 项 
(40,27) f Kx, de ds 


是 * 厅 中 有 限 的 工 aplace 变 换 ， 可 以 在 * 于 中 很 广泛 的 函数 类 中 
变化 ， 其 任意 性 很 大 。 这 就 是 说 ,奇异 函数 的 Laplace 变 换 有 很 
大 的 不 确定 性 。 

在 [553 中 对 奇异 积分 的 处 理 采 取 了 有 限 部 分 的 概念 。 为 了 
比较 ， 我 们 研究 以 下 例题 。 

〖《 例 5 下 在 枚 中 对 6>o 研 究 积分 


(40,28) 1 全 
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取 >>0， 如 果 把 上 式 看 作 
上 上 


o % 


人 ax 
= lim 二 
二 一 上 :- 


《40,29》 


”x5 lim [lna~ jne]= lna, 
最 后 这 一 步 是 取 极 限 号 中 的 有 限 部 分 lna ， 而 去 掉 了 无 限 大 部 
分 limlne。 
如 果 我 们 在 * 闻 中 取 以 下 辅助 函数 : 


1 
IT <YS9y 


jy +K(x-0), Ox<o, 


《40 ,30) g(%) = 


这 里 9 是 正 无 限 小 。 按 我 们 的 定义 ，9(x) 是 二 在 C0,4) 的 黎明 
可 积 的 *M 近 似 延 折 , 今 计算 
(40,31) {gwdx 


“1 
-goo Jes 
十 中 | :az 
一 1 -全 -+lnae-tac， 


当 玉 在 * 玉 中 任意 变化 时 ， 此 积分 可 以 取 到 *R 中 的 任意 一 个 数 。 
特别 如 果 取 


_ 2(1- ln0) 


五 可 一 一 
GS » 
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则 得 到 积分 (40,29) 右 端的 有 限 部 分 
〖 例 6】 一 维 Hiibert 变 换 。 和 8 ] 中 研究 如 于 的 变换 


1 
(40,32) HH.f = | 5 


这 就 是 所 谓 的 Hilbert 变 换 ， 其 中 FEZe(4)，1<b<cc。 为 了 
保险 ， 我 们 增设 fE LCR)， 即 f 在 RR 不 仅 是 p 竹 土 可 积 ， 而 且 
是 工 可 积 的 按照 5 8 2 的 结果 ， 知 存在 jE 5,(R) 使 得 

C10°33) 


而 且 成 立 H ,ELp(R)。 


dt, 


0， 


1 
es 


《40,34) Howto {3 
0， Ix 


UO 
1) 


-+| 
本 


这 里 是正 无 限 小 .于 是 豆 (x, 如 IJ)F(t) 是 
ER 由 (40， 33) 可 推 得 
“| {Henn ez | ,} 


在 1€ R 的 上 可 


(40,35) st{ 


一 站 
册 (40,33) 还 可 得 
《40,36) limH ,f= f(x%) 
几乎 处 处 成 立 。 因 此 有 
G40,37) st{ * | Herst, of at } =76%) 
对 x 蕊 慷 几乎 姓 处 成立。 
以 上 是 C8 J 中 古典 结果 的 表述 .由 此 可 见 ， 前 人 在 处 理 奇 
异 积分 方面 费 尽 了 心机 ， 所 得 局 部 结果 也 是 十 分 深刻 的 。 
现在 在 * 儿 引入 以 下 前 数 
228 


1 本 
i {fxX-0, 
xt 


{40,38) g(x,t) = ‘K(x),x- oISx+0, 


: 1 
i %+0o 了 
一 < 


这 里 0 仍 为 正 元 限 小 ， 下 (x) 为 x 在 该 区 间 上 的 任意 遂 数 。 因此， 
(xDA(D 是 -天 2 在 4GsR 的 Z 可 积 的 9M 近 似 延 折 。 现 在 计 
算 

(40,39) *# | gc df nd 


so i] 


一 二 让 2 xX—i 


= * | -00 eae 
If -xi>o XX—i 


由 于 0 是 正 无 限 小 ， 因 地 当下 (x) 为 不 同 的 函数 时 ，(40,39) 左 
端的 积分 可 以 取 到 *M 训 中 任意 指定 的 还 数 。 


$41 单位 阶梯 函数 的 傅 里 叶 变 换 
所 谓 单位 阶梯 函数 ， 就 是 下 面 的 两 数 


1 ，0 扫 fc2o 
0，~cc<f<0。 
这 是 最 简单 的 阶梯 函数 ， 也 是 数学 和 物理 两 门 学 科 中 一 个 常见 
的 重要 函数 。 
在 标准 分 析 邓 中 求 ? (六 的 傅 里 时 变换 ， 即 计算 积分 


(41,2) 五 (ao)= | pe 


(41,1) P(t) = { 


= | ea 
vo 


但 在 标准 分 本 的 范围 内 ， 这 个 积分 是 发 散 的 ， 因 而 已 (wo) 没有 
确切 的 含义 .于 是 我 们 只 能 在 扩大 的 意义 下 寻求 解答 。 
我 们 在 * 好 中 寻求 ?的 非 标准 的 傅 里 叶 变换 ， 即 计 算 积 
分 
(41,3) "| cea 
在 这 里 要 求 9(1) 是 *MM 的 函数 ， 当 1 为 有 限 数 时 成 立 
(C41,4) StKg9(t — #n(1)) = 0, 
这 里 *7 是 7 通过 *- 映 射 在 二 中 所 对 应 的 函数 ， 它 的 具体 表示 
为 
C41,5) ed ; 1 ， 01 之 十 #00。 
0, —*0<t<0, 
还 需 使 得 9(t)e-'”' 是 7(t)e-'*! 在 (一 *c0，+*co0) 的 黎 曼 可 积 
的 sj 近似 延 折 ， 即 要 求 (41,3) 在 * 杂 是 有 意义 的 。 
g 例 1〗 在 *M 中 定义 以 下 的 函数 


0 ， 一 “ooc<rf< 0, 
(41,6) gg 有 = 4 1, 0<1<B, 


0, B<t<*oo, 
这 里 8 为 正 无 限 大 。 这 时 ， 可 将 9,(1) 代 替 9(1) 使 得 (41,4) 成 立 ， 
而 且 积 分 (41,3) 有 意义 。 
现在 研究 下 面 的 积分 


41,7) Fo = | gDeriordt 
召 
dh 
站 
1 ee 
me 》 


228 


=ri(0) +i11(0), 


这 里 

sinBo 
Cd1,8) ri(@)= 一 = #40), 
dd a 


在 (41,8) 中 ，A1Cx) 如 (33,34) 所 涯 示 。 

在 本 书 的 意义 下 ，F(%) 是 7() 的 健 里 于 变换 的 一 个 ( 非 
标准 的 ) 解答 。 

我 们 还 可 以 构造 很 多 甚 它 的 非 标准 解答 。 为 了 说 明 这 个 ， 
再 举 一 例如 下 。 

【 例 21 在 * 凡 中 定义 如 下 的 函数 


PPL 
9 


全 0<f<esco， 
41,10) 92(1) = 0, —*o0<t<0, 


则 9:(f 代替 9(0) 可 使 得 (41,4) 成 立 ， 并 且 积 分 (41,37 有 意义 。 
现在 研究 积分 


41,11) 了 (CQ) = * | ot 


到 二 [ed (+i0) tp 


i 
育 +i@ 
rt(w) + (0), 
这 里 
1 
B 
41,12) ri:(@) = TS Ta ms 
(5 二 加 
BB 
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0 
(二 ) 十 加 2 
在 (41,12) 中 6s(x) 的 表 水 见 (33,59)。 

在 我 们 的 意义 下 ， 开 :0o) 是 7( 世 的 傅 里 时 变换 的 另 一 全 非 
标准 的 解答 。 

其 他 的 例子 可 参考 [5 ]。 

以 下 着 重 讨论 一 下 Fo) 的 性 质 。 设 Fo) 是 一 个 标准 沈 
数 ， 我 们 研究 以 下 积分 


(41,14) ip) = 上 Fo)Ftolda， 
这 里 s ER 且 s 守 0。 这 里 只 讨论 请 种 情况 ， 第 一 种 是 


{41,15) fl®m)=a, + BD (dcoshw + bsinkw), 


=»1 


这 时 ， 注 意 到 奇 函 数 和 偶 逮 数 的 性 质 ， 我 们 可 以 把 (41,14) 中 
的 j(s) 写 为 

(41,16) T(s)=7(5) + f(s), 
这 里 


{41,17) z=» | 2 C0) [oo 十 Sascosk® ]ao， 
一 天 = 1 


(41,13) 1T,(®) = 


cosBo~—1 


本 i : 
(41,18) F203) = a*| a(S bsinko)do 


sinkw 


-ldo. 


了 了 


= =*| ,， (cosBo— (So 
由 以 上 两 式 不 难看 出 


《41,19) st(F1(s)) =a0+ 六 ao 


t=) 


(41,20) limst(7,(s))=ao+ Da,, 
f+ £=1 
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, a Singkw 
C41,21) st(7s(s))= 一 | 之 Uy 
(41,22) limst(ja(e))= -1 Sb 
$m i 
由 以 上 四 式 不 难 推 得 
(4d1,23) limst(7(s))=0 + D(a, ~—ibe). 
党 kl 


这 个 式 子 的 右 端 表示 了 已 (o) 对 形 如 (41,15) 的 jao) 的 镁 取 结 
果 。 
现在 讨论 第 二 种 情况 。 在 好 中 令 a( 节 和 56( 旨 在 [0,co) 绝对 
可 积 ， 并 定义 
(41,24) fw) = | ecpeoser dt + | BCsinoidr. 


再 一 次 利用 侦 函 数 和 奇 逊 数 的 性 质 推 得 (41,14) 中 的 i(s) 可 窟 
为 

《41,25) I(s)= Ts(s) + 1s), 

这 里 

(41,26) Jas) =e | Aico (‘oteosordido 


CO5 恕 中 一 1 


(41,27) I,(s) = | 


点 党 0 
’ | spDsinotdtaa， 
首先 计算 Ts(s)。 交 换 积 分 次 序 得 
(41,28) Is(s)= “| odis EAC 


(41,29) st(fs(s)) = fatwa. 
其 次 计算 Ls) ,交换 积分 次 序 得 
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41,30) Ls) = | bdt 


X #* | OT sinotdo. 


于 是 不 难看 出 
(41,81) st(T4(s)) = — 二 0ndt] 


sh ad] 


= ss) tie(s). 
上 式 中 e 为 任意 正 实数 ，1s(s) 的 表示 为 


(41,32) ”7(s)= -~ | 60dt| 


由 积分 指数 函数 的 有 界 性 a 推 得 ,在 
在 一 个 常数 天使 得 


(41,33) |Ise)l<K | lb | at, 


请 注意 ， 这 里 的 常数 K 与 无关。 
又 (41,31) 中 的 7a(s) 的 表示 为 


(41,34) Iels)= - 二 | sp 人 2 
不 难看 出 
Ca oy MT | aopat 


Sip 


do 


ps 


as。 


sing 


二 


dé. 


由 于 (41,33) 右 端 积分 | 15072 1di 的 值 随 e 而 趋 于 零 。 因 此 成 立 
以 下 公式 
(41,36) limst(1e(s») = ~ i | oar. 
最 后 得 到 
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C41,37) limst(}(s)) = 人 ceco -icpDDat 
了 下 0d 


这 个 公式 表示 了 Fo) 对 于 由 积分 公式 (41,24) 所 表示 的 标准 
函数 /Fo) 的 科 取 结果 。 

作为 本 节 的 结束 ， 我 们 再 讨论 一 个 例题 。 

{ 例 3】 在 *A 中 定义 通 数 

~- 0, —*o0o<t<0 

1, 0&1<B 
K(t), BAIE2B 
0 , 22<ft<*oo, 
这 里 太 () 是 * 计 中 任意 的 可 积 通 数 。 这 时 将 9sC(x) 代 兰 9(t) 可 使 
得 (41,4) 成 立 ， 并 使 得 积分 (41,3) 有 意义 。 现 在 研究 积分 


(41,39) Fs(@)= +* | ge'erdt 
= F020)+ Fr.(0), 
这 里 ,C0@) 如 (C41,7) 所 天 未 ，F,C@) 的 洗 示 如 下 
C41,40) Fl0@) = [Keerie:at 
由 于 在 * 夺 中 下 (四 的 任意 性 ， 所 以 ,(@) 也 有 很 大 的 任 意 性 。 


这 是 *M 中 的 有 限 往 里 时 变换 ， 本 书 不 打算 对 此 再 进行 深入 的 
研究 了 。 


C41,38) gs(f) = | 


$42 ” 柯 异 函数 的 人 备 里 叶 变 换 举 例 
设 F( 轨 是 好 中 的 奇异 了 项 数 ， 那 么 它 的 傅 里 叶 变 换 
《42,1) | repe di=? 


为 了 简单 ， 在 本 节 中 我 们 只 研究 当 / (1) = 二 的 特殊 情况 ， 这 时 
f(D 在 1= 0 没有 定义 。 
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现在 在 *lf 取 画 数 9( 上 ， 对 每 个 xE 到 上 且 Y 关 o， 如 果 #E mon 
《#*xX)， 则 9( 办 满足 . 
(C42,2) st{g(t) ~ #f (1)}=0, 
这 里 *f 是 /通过 * 映射 在 * 了 中 的 稼 。 进 一 步 ， 还 需 假 设 
glfe' 是 jf (tyei”!: 在 (-*c>，+*co0》 的 歼 曼 可 积 的 waf 近 
似 延 拓 ， 即 积分 


(42, 3) F (@) ={ “ged 


是 收 人 钱 的 。 

第 一 种 情况 ,我们 在 * 玉 了 泡 数 
f(t ， 上 岂 宇 o， 
0 » 国 <<0， 
这 里 0 是 正 无 限 小 ， 这 时 以 9;(7) 代替 gC) 可 以 使 得 (42,2) 成 
立 且 积 分 (42, 3) 有 意义 .我 们 认为 ， 以 91( 尹 代替 〈42,3) 中 
的 9(1) 所 得 到 的 就 是 f (2) 的 体 里 叶 变 换 的 一 个 非 标 准 解答 ， 它 
就 是 
C42,5) FW)=* {ge'edt 


(42, 47 9 (t) = { 


进一步 不 难看 出 
(42,6) StF (0)) = risgnt, 
这 时 所 得 到 的 是 f(D 的 传 里 叶 变 换 的 一 个 标准 的 解答 。 
第 二 种 情况 ， 我 们 在 * 几 到 
(国之 G， 
(427) g(t) = | i 
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这 里 6 (xz) 如 《〈33,11) 所 表示 ，a=wb ， 8 是 正 无 限 小 ,C， 
是 标准 复数 ,hk=0，1，…， n,nEN。 

以 2 (0 代替 2 人 可 以 合 得 〈42,2》 成 立 并 使 得 (42, 3) 有 
意义 。 我 们 和 白 然 认为 以 ga 人 代替 9 (后 所 得 到 的 积 分 〈42,3) 
邯 为 7) 的 健 里 叶 变 换 的 另 一 个 非 标 准 解 ， 它 就 是 


C42,8) Fw) = “| glDe'*'dt 


= FF.(0) + CD) 
这 里 二 (Ko) 如 (42,5) 扬 表示， 而 Gs(%w) 的 表示 为 


时 


(29) GW SDC) overrdr, 


4 -5 
对 上 式 分 部 积分 可 以 得 到 以 下 结果 
《42,10) st(G, (0)) 


g v6 
= 了 Cst(， | 67‘ Veio' dt) 
t=0 _r 


宇 > 《一 站 EC 


kaf 


和 希 此 成 立 


(42,11) st(Fs(0)) = mrisgnO+ D-H Co 


这 是 /( 力 的 傅 里 时 变换 的 另 一 个 标准 解 。 比 较 (42,5) 和 (42， 
11》 ， 这 两 个 标准 解 之 闻 的 差别 是 一 个 任意 的 次 多 项 式 。 
第 三 种 情况 。 我 们 在 * 计 定义 函数 
ftt}， 宇 o， 
K(), li <o, 
这 里 大 (四 是 + 村 中 的 任意 函 数 ,， 它 使 得 玉 (DDei*!: 在 几 <“o 获 
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《43， 12) 9a (1) = 


曼 可 积 ， 这 上 时， 以 9,(5 代替 2( 攻 可 使 得 (42;,2) 成 立 并 使 得 
《42， 3) 有 意义 。 我 们 站 然 认为 以 gs 代替 50 后 所 得 到 的 积 
分 〈42,3) 即 为 F 世 的 傅 里 时 变换 的 另 一 非 标 准 解 ， 它 就 是 


十 车 习 
(42,13) Pt): *| getyei"!adt 


=F(0+Gs (0), 
这 里 严 (o) 如 《〈42,5》 所 表示 ， 而 Cs(o) 的 表示 为 


(42,14) Go(o) = -| KODE i, 


当 玉 (4) 在 aM 中 任意 变化 时 ，Gst@) 是 它 的 在 :MM 有 限 的 傅 里 
叶 变 换 ， 当 然 可 以 取 到 很 广泛 的 一 类 画 数 。 本 书 就 不 再 对 这 个 
问题 进行 深入 的 讨论 了 。 


8$45 ”线性 奇异 常 微分 方程 


首先 ， 我们 在 村 中 研究 癌 简 单 的 亲 异 常 微分 方程 的 初 值 问 
题 
y’ (x) = f(x), 
y(ta)= 4 
这 里 f(x) 在 0 志 x 之 0 和 0 二 x 所 有 定义 且 连 续 , 但 当 x=0， 
了 (x) 没有 意义 ，e 和 .4 沪 于 RR 是 常数 。 
现在 在 * 可 寻找 一 个 遂 数 VC ECCCro,*B1])， 当 x& [a， 
0) UC0, 有 和 iE mont*x) 时 成 立 
(43, 2) st{9kt — «f(t)}= 0， 


42,1) 


这 里 *f 是 通过 ** 映射 在 aT 中 的 象 , 然 后 建立 (43,1) 在 x 
的 近似 方程 
yy (1) = 91) 
a y(t(a)}= eA, 


在 *if 中 《〈43,，3)》 的 解 可 以 表示 为 
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(43,4) YCX) =#* 4+ | oat. 


我 们 称 (43,4)? 的 y(x) 是 初 值 问题 〈43,1) 的 一 个 非 标准 解 。 注 
意 到 : 
《43，57? g(t)— g(t + 0) 
= g(t) — *f(t) 
+*#f l(t) — ef (t+a) tef (f+a)- g(t+ 0) 

和 (43,2) 和 /的 连续 性 ， 当 !iE mon (*x) ,x€ [oa,0)U (0,p; 
和 2 是 无 限 小 时 成 立 
(43,6) st(9(1) ~ 9(f + 0))=0。 
由 此 推 得 ， 若 (43,4) 中 的 y(x) 为 有 限 信 ， 当 实数 xE€ [a,0)!i 
(0, 6 时 令 
(43,7) yOX)= st(y(%)), 
则 由 定理 (24, 14) 得 
(C43, 8) y’ (Xx)= st(9(x)) = f(x)., 
于 是 了 7(x) 是 《43,1) 的 一 个 标准 解 。 

以 下 举 两 个 例题 。 

{ 例 1】 在 邓 中 定义 函数 
0, ox<0 
0，0<<x< 和 有 
但 在 x= 0, F(x) 无 定义 。 我 们 将 廊 (x) 人 代替 (43,1) 中 的 广 (x) 
然后 求解 。 

第 一 种 解法 是 用 解析 开拓 的 办 法 ， 把 f1(1) 开拓 为 
C43,10) 9g) = 0, ot<h. 
这 时 9.(1) EsClCea,#*Pj)， 而 且 以 9.(t1) 和 f1( 了 代替 9 (Cf) 和 
f (能 使 〈43,2) 成 立 。 这 样 ， 将 9:( 他 代替 (48,4) 中 的 9 (1》 
得 到 


《43, 11) YX 一 二 人 十 “| pe 


(43,9) fi 《%) = { 
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=*4, 

于 是 >y,(x) = st(y1(X)) = A， 它 是 (43,1) 的 一 个 标准 解 。 

第 二 种 解法 是 令 
(43. 12) gs (DD=# > CBr), ostep, 

大 二 自 

这 里 61.(D) 如 (33,11) 所 表示 ，C 是 标准 复数 ，nEN。 

这 了 时 go(1 EnC(Cea, *0]), 并 县 以 gs( 让 和 f1(1) 代 兰 g(f) 
和 和 f() 能 使 (43,2) 成 证 ,将 9z( 站 代替 (43,4) 中 的 g() 得 


人 4313) Ys(%) = 音 人 十 Sc.*| Bi) di 


大 二 自 


下 过 Oo i ee 
A 十 AAA 人 1 dt 


+*» SC) 600)], 


ke] 


FE 章 ， 上 式 中 8 是 正 无 限 大 。 令 3,(x)=st(ys:(x))， 于 是 成 


~ 
» 


六 


二 


kt 


4 ，G<X< 0， 
A+C,, 0<x<p. 
这 就 是 说 ，y:(xX) 是 一 个 标准 艇 ， 它 是 一 个 限 梯 范 数 。 

请 注意 ， 仅 管 〈43,13)》 中 的 ys(x7 当 C…。，C, 变 化 时 是 
*#44 中 的 不 同 的 函数 ， 但 其 标准 部 分 相同 ， 仅 由 Ci 类 定 。 但 是 ， 
若 把 yz(x) 看 作 凡 中 的 函数 的 泛 画 ， 则 Cl，C, 的 影响 就 不 可 
忽视 了 。 设 8(x) 是 于 中 定义 于 LQ， 月 的 足 况 光滑 的 函数 ， 则 成 
立 . 
(43,15) st | pe yr)ax) 


(43,14) YX) = { 


内 


4| 人 C,{ ocxzods 
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+ FC 1iCg 0)。 


这 是 不 能 不 引起 充分 注意 的 。 

第 三 种 情况 坚 令 

0,， G<X< 一 CI， 
| 2K (x+0), -OxXE0, 
C43,16) gs (1) = | SR Dy ee 

| 0， oxEB, 
这 里 z 是 正 无 限 小 天 是 非 标准 复数 。 这 时 ，gs( 思 EC( Cra， 
#9)， 并且 以 ga( 示 和 f(t) 代 甘 g(t) 和 f (7) 能 使 (43,2) 成 立 。 
将 9:( 昌 代替 (43,4) 中 的 gt) 得 
C43,17) ys (%) =*A+e] gat. 
当 GE 委 x 委 ~9 时 ， 成 立 
(13,18) Yatx) = #1 
当 5sx<sp 时 ， 成 立 
《43,19) ya AAKe Good 
=*4+2Ko’; 

当 太 在 * 呈 (或 已 ) 中 变化 时 ，ysa《x) 可 以 取 到 RC 或 * 它 ) 中 的 任 
意 常 数 。 特 别 兴 到 是 无 跟 大 时 ，ys(x) 在 C 委 x 委 有 没有 标准 部 
分 。 此 时 导 不 出 〈43,1) 的 标准 解 ，ys(x) 仅仅 是 《43, 1) 的 
非 标准 解 。 

{ 例 213 在 肝 中 定义 函数 


(43,20) fz (xX) = 二 ， a<sx<0U0<xsPD， 


当 x=0，ja(x) 无 定义 。 我 们 将 As(x) 代 替 〈43*1》 中 的 F(x)y 
然后 求解 。 
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第 一 个 办 法 是 用 解析 开拓 的 方法 。 为 此 ， 定 义 


(43,21) 9 (人 = 


fii ” 
这 里 0 为 正 无 限 小 。 这 时 gi 站 ExCCCsa, *P),。 以 gt 人 和 fx) 


代替 gt 各 1 (能 使 (43,2) 成 立 。 现 在 以 gs 四 代 营 (43,4》 中 
的 9(C) 得 
(43,22) yx) = dt 一 开 


一 一 


a 十 FF 


+10 
妆 A 十 Ln - 
如 十 3 


ONO i0(xX- a) 
注 于 十 ee 
.+ 1 rr 


现在 令 ysKxy= stCyslX))， 则 当 xERE8 2 二 X 之 0 时 成 立 
(43,23) Yi (x) = A+ln |， 


《143,24) ys (xX) =- 4+fa| 当 一 了 好 


这 与 盖 尔 芳 特 5 3 0 的 结果 一 致 。 
第 二 种 办 法 ， 令 
(43, 25) 


当 xE 尺 且 0 之 x 所 BB 时 成 立 


gelt)} = galt) + 0,(7) 

这 里 gz (四 如 (43,12) 所 表示 ，g4t) 如 (43,21) 所 表示 。 将 
gs(1) 代 蔡 (43,4) 中 的 g() 得 
(13,26) Wel) = yeti) yet) 一 站 

这 里 ys 人 (1) 的 表示 见 (43,13) ,vs (四 的 宕 示 见 (43;22)。 令 
yelw) = st(yel(x)), 则 不 难看 出 


{43, 27) 


A+ln 请 |， a<<x<0， 
yar) 三 
2 


A+ln 全 -7r+C 0<xsP。 
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请 注意 ， 此 外 Ct 可 以 是 任意 标准 复数 ,但 如 果 把 非 标 准 解 
ysCx) 看 作弄 中 的 泛 函 ， 则 (43,13) 等 式 右 端 后 面 的 项 也 会 
起 作用 ， 这 里 就 不 详细 讨论 了 。 
第 三 种 方法 ， 令 

(43,28) Gatit) = gt) + galt), 
这 里 gl) 如 (43,16) 所 表示 .将 gs《7) 代 闪 (43,4) 中 的 gC) 
得 

{43,29) Yat = ylt) + ya{t) ~ */A, 
这 里 ys(x) 如 (43,19) 所 表示 ,而 ye(x) 的 具体 表达 式 为 


(43,30) ya(x) = "A+ln Ee 
+ ?D0 
人 G<Y<S 一 C 


2 天 G2，0<X< 扫 月 。 

当天 在 sR 上 变化 时 ， 后 者 可 以 取 到 *R 中 的 任意 常数 。 特 别 当 
2K0? 是 无 限 大 时 ，yelx) 在 0 所 x 所 68 没有 标准 部 分 ， 这 时 导 不 
出 《43,1》 的 非 标 准 解 。 

在 本 节 最 后 ,我 们 稍微 讨论 一 下 村 中 一 般 的 奇异 n 阶 线性 
常 微分 方程 式 
(4143,31) VCKI TOCXI YD (CK) + or +a, (XY y (x) 

G(X) 

设 [4， 乓 是 天 的 闭 区 间 ，a<<8，3 是 Co，p6 上 的 有 限 个 点 的 集 
合 。 令 人 = [4, 有 Pj\g， 方程 (43,31) 的 系数 在 只 有 定义 。 进 一 步 


设 a = .91 而 系数 ci(xz) 在 9 无 定义 ， 设 中 = [a, B67\9; 而 且 


ey 
现在 构造 《43, 31) 在 * 邓 的 近似 方程 如 下 
(43, 32) VICKR) FO XI YD CX) + 
B(xXIYy(X) = bx), 


这 里 Bo(x)，Bb (xz) eB, (XY EsC (Ca ss)， 当 xE4 和 
1E mon(#x) 寺 成 立 
(43, 33) st(b1) — #0 (0D )=0, 7=0, 1, ,1, 

这 里 *aj 是 0j 通 过 * 映射 在 * 荆 中 的 像 . 

作为 辅助 工具 ， 以 下 介绍 一 下 邓 中 的 连续 范 数 和 内 播 不 等 
式 。 我 们 以 急 记 某 个 实数 闭 区 间 ，x(x) 是 定义 在 乡 的 函数 ， 而 
和 且 设 20(x) 在 多 连续 ,有 =0，1，…，7%x，#EN ,我 们 定义 4(x》 
在 性 的 8 阶 半 连续 范 数 为 


多 sup 
(43,3 驴 Ku) ,= XE 


和 u(%) 的 # 限 连续 范 数 为 
国 三 
(43,35) [ =Z(*), 
参考 [30] 和 C7]， 对 0 过 之 x*。 我 们 有 不 等 式 
(43,36) Ca ea” + CeCe , 


这 里 s 可 以 是 事先 指定 的 任 一 正 实数 ，C(e) 是 与 有 关 的 一 个 正 
数 。 

我 们 把 CuD? 和 |4 [通过 * 映射 在 sz 中 的 象 记 为 fo] 营 
和 *12aj。 同 样 可 以 把 不 等 式 〈43,36》 通过 * 了 映射 变 到 *ay 
中 去 。 

现在 我 们 转 而 考虑 方程 〈43, 32》 , 它 是 * 条 中 系数 连续 的 * 
阶 线性 常 微 分 方程 .不 难看 出 ， 在 * 邓 中 它 在 C*ay ap] 的 解 是 存 
在 的 ， 因 为 我 们 可 以 把 好 中 的 线性 常 微 分 方程 的 解 的 存在 定理 
(参看 [15] 和 [453)》 通过 公设 〈5,2》 转 色 * 好 中 去 。 

以 下 假设 乡 是 台 的 一 个 闭 子 区 间 。 由 〈43,33) 可 得 ,在 *34 
成 立 


(43,37) 于 


Ht) (x) | ,k=0, 于， 


i | .是 元 限 小 。 
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现在 假设 y(x) 是 (43,32) 在 依 的 一 个 解 , 而 且 设 y(x) 有 有 
限界 ， 即 存在 mE 尺 使 得 
(43,38) Jy (x) | <m,xEZ, 
上 式 也 可 以 写 为 
(43 ,39) CyIF Em, 
这 样 ， 由 微分 方程 (43,32) 可 得 
(43,40) CII ECB + ， 开 ec68eC22S 
由 (43,36) (43,37) (43,39) 和 和 (43,40) 得 
(43,41) *Lyj?<K, 
这 里 久 是 个 有 限 的 正常 数 ， 它 与 m 和 和 *C6;j 名 有关,j = 0,1,… ns。 
青 利用 (43,36) 可 知 *Cy2f 在 在 有 限 上 界 ，k=0,1,… ,fo 

设 1 和 t+ 2aE 3 区，2 是 无 限 小 ， 我 们 作 以 下 估计 
《43 ,42) jy 一 

Ib -b(t +o)l 
+1* 民 { bi yO bltt a) yr 


(t+ a)} | 
|b (ft) -b(t +a)l 


二 党 之 | Di -bt+oa)| ly* "i (| 


下 Dt Oy -yD 
{t+Q) 1 

由 于 

(43,43) (B62) — b(t +o) | < |b;(t) — waytt) | 
+ |saj(t) ~ saj(t + 0a)] + |eajtt+0) -b(t+ a)| 
7=0,1, ,0 

并 注意 到 *a; 在 M 的 连续 性 和 (43,33) ,由 (43,43) 不 难得 到 
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(43,44) 16i(f) 一 b(t+ 0) | 是 无 限 小 。 
另 一 方面 ， 由 于 *CyJ 存在 有 限 上 界 ， R=0,1," ,ns 因此 
推 得 


(43,45) fy (tt) | 是 无 限 人 小， 
f=1,. 

再 注意 到 (43,37)、 由 (43,42) 可 推 得 

(43,46) jy (DD 一 y "下 (f+) | 是 元 限 小 


现在 设 x 和 分 (当然 成 立 xER)， 定 义 
(43,47) YolX) = st(y x)) ,Vv x)= st(y (x), 
Va) = sty "(x)), 
反复 利用 定理 (24,14) 可 以 得 到 
(43,38) YN) = XXX， 
而 且 y,( 四 在 多 连续 。 

最 后 对 (43,32) 两 端 取 标 准 部 分 得 yo(x) 是 (43,31) 在 人 B. 上 
的 解 。 

这 样 ， 在 上 述 条 件 下 ， 我 们 证 明了 ， 若 微分 方程 (43,31) 
在 *44 的 近似 方程 (43,32) 的 解 y(x) 在 侈 存在 有 限界 ， 风 st(x 
(x)) 就 是 原 方 程 《43 ,31) 的 解 。 

显然 ， 值 得 进一步 研究 的 问题 还 很 多 ， 如 : 

1 方程 (43,32) 可 能 有 些 什么 样 的 非 标准 解 ， 什 么 样 的 非 
标准 解 可 以 导出 标准 解 ? 

2, 具 有 相同 的 标准 部 分 的 非 标准 将 解 还 会 具有 哪些 不 同 的 
性 岳 等 等 。 

我 们 不 能 忘记 ， 即 使 是 最 简单 的 方程 (43,1)， 它 的 解 ， 如 
(43，13) 中 的 ys(x) 虽然 对 不 园 的 常数 C，…，C- 有 相册 的 标准 
部 分 ， 俘 是 知 把 它们 看 作弄 中 的 泛 函 ， 还 会 得 到 不 相同 的 结 
果 。 
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8$44 非 线性 常 微分 方程 


本 节 我 们 只 着 重 于 说 明 研 究 非 组 狂 常 微分 方程 的 方法 ， 而 
不 在 于 构成 最 一 艇 的 和 结果。 为 了 说 明 这 种 方法 ， 我 们 在 村 中 研 
究 如 下 的 初 值 问题 
9” (x) = f(x YY) 
44, 1) 上 wo- 
y (0) = 4 
这 里 设 /(x,y: 力 ) 为 足够 光 沸 的 函数 ， 它 的 定 忆 域 为 : 0 
-co<y:89 二 +se。 我 们 的 主要 目的 是 克服 非 线 性 所 造成 的 四 
难 。 
ee 1)， A 数 f (x,y， 


由) 。: 


Bs vy 二 记 / 对 y 和 2 的 二 阶 混合 导数 等 等 


贞 播 项 的 方法 不 难看 出 
(44, 2) f(x,y,p) 
=f(x, yb) f(x,y,0) 
fxs vy,0) — f(x,0,0) + f(x,0,0) 


* Of “Of 
-| oOp (x, ys pdp,+ .eg 
dyii f(x,0.0) 


bd of 
= | | 85 (x, yi1s Pd ydp 


:6 
十 下 B10 pdp, 十 | G30) dy 


+ fx,0,0) 
我 们 现在 在 邓 取 一 个 辅助 函数 9(1) ,p(t EC™”(R) ， 还 演 
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足以 下 条 性 

(44, 3) ”9(0) =0,9(0) =1 

和 存在 一 个 常数 m 使 得 

(44, 4) | Em,tER, 

进一步 ， 取 一 个 辅助 函数 %(O EC”(R) 并 满足 以 下 条 件 
(44, 5) 0<Y() <1,tE R, 和 
(44。6)  ¥(0)=1, 

和 存在 m, 使 得 


(44, 7) | yarem,. 


作为 例子 ，# (CD 可 以 取 为 sint，arctgt，Y%() 可 以 取 汶 
e- 了 等 等 。 
若 z 是 正 无 限 小 ， 现 在 研究 *M 的 函数 
“Po 
ou 
不 难看 出 ， 对 任何 有 限 的 :E “了 R 且 + 二 0 成 立 
(44, 9) st(y (i) = sttt) 
当 t = 0 时 ，(44,9) 是 可 以 直接 验证 的 。 此 外 ，v (四) 满足 


(44, 8) g(t) = 


(44,10) |p(t)| < 了 :GE *h。 
现在 我 们 在 * 导 构造 以 下 初 值 问题 
yx)= FC," ) 
(44,11) {0 = 轴 
yy" (0) = 
这 里 (x,y, 思 ) 的 宸 示 如 下 
(44,12) Fx,y,p) 
= f(x,0,0) 


+ | ($F, 1 0) Jay, 
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到 


人 ($F,0,00)ap 


0 
| | ee da 7p) ] 


dyidp: 
不 难看 出 ， 当 x,y 和 思 是 #* 民 中 的 有 上限 数 时 ,成 立 
(44,13) F(x,y,p) 


=f(x,.0,0) 
"of 4 
十 六 | Be,y,0) QT 十 二 5 
(Xx,0, pdp 


+ | | (X,Yy1s p12d yidpi1+ 元 限 小 。 


将 上 式 与 (44,2) 比 较 ， 内 要 x,y 和 为 *R 中 的 有 限 数 时 成 立 
(44,14) StF (x yp)) = st(f (x,y,p)). 
因此 ， 我 们 称 (44,11) 为 (44, 了 0) 在 *M 中 的 近似 问题 。 
下 面 我 们 估算 
(44,15) [F(x,y,p) — F(x,2,9)| 


[6 
<1:| (B60 dp, | 


* | (BS y.0) Jay, 


十 


十 


了 区 G2 
“| ,| ,eoyy yon 
(x%, Yi1s Pi) Id yd bi 
a 六 总 2 
-+ | ,| ,yoryop dd By 


(Xx, Yi1, Pi)IAd ydpil 
-J++ 下 。 
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这 里 1 ， 工 和 下 分 别 代表 依次 的 三 个 绝对 值 。 由 (44,10) 不 难 
看 出 

(44,16) I<Tlp-gl, 

和 

(44,17) <ly-2). 

最 后 估计 互 ， 不 难看 出 

-| | woodapdy | 


入 
(44,18) 所 


ni 
i 
UU 


| | wy yaydp 


ry 


SE 


{ly-zl+1ip-eal } 


由 (44,15), 《44,16),《44,17) 和 (44,18) 得 
(44,19) :F(x,y,p)—- F(x,2,9)| 
<K{ip-gol+ly-z|} 
mmm, 


这 里 玉 = 本 + 一 入 是 * 及 中 的 一 个 数 .因此 ， 函 数 夏 (x,y,) 对 


y》 和 在 *M 满 足 Lipschitz 条 件 。 
现在 我 们 把 训 中 关于 常 微分 方程 初 值 问题 解 的 存 症 定理 
(请 参看 [452 或 C152 的 128 页 ) 转 到 * 放 中 来 ， 可 知 初 值 问 题 
《44; 11) 对 x 之 0 在 *M 存 在 唯 -一 解 ?(x) ,而 且 这 解 可 以 由 逐次 选 
代 法 构造 出 来 。 
现在 我 们 考察 一 个 闭 区 间 50,e] ,daER 且 ec>0。 若 (44,11) 
存在 一 个 解 y(x) 和 一 个 有 限 数 ma: 使 得 成 立 下 面 的 关于 连续 范 
数 的 不 等 式 
(44，20) 二 | y(X) | a >! ap 
在 这 个 条 件 下 ， 沼 x RR 时 令 
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Yo(X) = st(y(x)) 
(44,21) [ze =st(y” (2X)) 
ys2(X) = stty"" (x)) 
反复 利用 定理 (24,14) 得 
(C44,22) oC%) = yxX) My ox) = ys(x), 
并 且 yo(x7 EC250,0D)。 将 y(x) 代 入 (44,11) 后 两 端 取 标准 部 
分 可 得 到 yofx) 是 初 值 问题 (44,1) 的 在 50,a] 的 解 。 
在 非 线性 方程 的 情形 。 由 于 缺少 类 似 于 (43,40) 的 先 验 全 
计 , 所 以 我 们 作 了 很 强 的 假设 (44,20) 才 由 非 标 准 解 得 到 (44,1) 
的 标准 解 。 
以 下 我 们 研究 好 中 的 两 点 边 值 问题 。 
27 (x) = 了 (xyy ) 
{44,23) {ftw =0 
fa(y(0), yy’ (4))=0 
这 里 (x,y ,DP) ,f(ysp) 和 fi(y,P) 对 0 所 Xx 夺 a 和 和 y,pER 是 足 
够 光滑 的 隙 数 。 
为 了 求 得 《44,23) 的 解 ,我 们 在 好 构造 它 的 近似 方程 如 下 


(Cx) = P(x,y,y )» 

{44,24) {hy (0)) =0 

*fa(y(0),y"' (a)) =0 
这 里 已 (xy,y， 沪 ) 如 (44, 12) 所 表示 。 然后 用 逐次 送 代 法 将 初 信 
问题 (44,11) 的 解 y(x) 表 为 如 和 帮 的 函数 ， 即 写 为 以 下 形式 
《44，25) YX) = yx A A), 
然后 将 形 如 (44,25) 的 解 代入 (44,24) 中 的 边界 条 件 得 
wfity C0, A A) 2 (0 A))=0 
(yy (ga,Ao,141))= 0 
上 式 是 关于 如 和 四 的 二 元 联 立 方程 组 。 实 际 上 ，(44,24) 的 可 
解 性 质 都 由 (44,26) 来 确定 。 艾 如 ， 几 (44,26) 判 定 只 有 一 组 解 
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《4 ,26) 


如 和 4 ， 则 (44,24) 也 上 只 有 一 个 解 , 如 果 (44,26) 有 无 限 组 解 4 利 
4 ， 则 (44,24) 也 有 无 限 组 解 ， 等 等 。 

如 果 (44,24) 存 在 解 y(x) 满足 (40,20)， 则 yo(x) = stty 
(x)) 是 (44,23) 的 解 。 

本 节 所 讨论 的 只 是 对 非 线 性 常 微分 方程 寻找 其 非 标 准 近 似 
解 的 一 种 方法 ， 读 者 可 以 作出 很 多 的 其 它 方法 。 

关于 解 应 用 问题 ， 作 者 发 表 一 点 很 不 成 熟 的 看 法 ， 仅 供 参 
考 。 由 实际 问题 所 列 出 的 微分 方程 ， 初 值 或 边界 条 件 等 ， 其 本 
身 就 只 是 近似 的 ， 存 在 着 一 定 的 误差 。 它 们 的 列 出 都 是 根据 实 
验 数据 或 观察 的 结果 ， 但 观察 和 实验 的 数据 都 有 确定 的 范围 。 
对 此 观察 或 实验 系统 而 言 ， 总 有 观察 或 实验 手段 达 不 到 的 相对 
于 此 系统 而 言 具有 相对 无 限 小 (或 无 限 大 ) 性 质 的 数 c 存在 。 
然后 可 以 作出 (44,8) 中 的 辅助 函数 p( 四 和 (Oo) 等 沙 数 (当然 也 
可 用 其 它 的 插值 方法 ， 读 者 可 以 自由 地 独立 已 考 ) 。 因 而 可 构 
造 出 近似 方程 (44,11) 或 (44,24)， 以 求 得 非 标 准 的 近似 解 。 

按照 上 面 看 法 ， 对 于 非 线性 问题 的 处 理 至 少 应 办 到 以 下 两 
件 事 ， 

1. 正 确 地 布 列 方程 ， 初 值 和 边界 条 件 ， 这 个 任务 与 以 前 一 

2, 给 册 与 此 系统 有 关 的 一 个 相对 的 无 限 小 《或 无 限 大 ) 的 
数 5， 以 使 于 用 各 种 方法 构造 非 标 准 的 近似 方程 。 辟 如 说 ， 在 
某 个 具体 问题 中 ，c 可 以 是 某 个 具体 的 数 ， 如 a = 10 ,等 等 ， 
惧 参 与 计算 。 对 不 同 的 问题 ，0 可 以 不 同 。 


$45 ”线性 奇异 椭圆 型 偏 微分 方程 


本 节 在 好 中 ， 我 们 设 只 是 z* 维 欧 氏 空间 只 "中 的 开 域 (或 闭 
域 。。 其 边界 . 顽 吕 足 移 光 滑 。: 是 定义 在 上 的 m 次 连续 可 微 的 
函数 。 我 们 如 下 定义 4 的 半 连 续 范 数 
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(45, 1) Cu),0s0 = sup suplO' u(x)}, 
R=0,1,.……,m, 
这 里 7 = CC ET PSE: 负 整 数 ， | = 有 1 十 和 十 六 
忱 二 《Xp 和 
2 OQ Vi © Vir 
C45, 2) Ou(x)= (二 ) “(Be) a 训 
进一步 对 0<<c 扫 1 定义 半 范 数 


LaCxy》 一 ay)1| 
《45， 3) | 
和 
《45, 4) CH .0,0 = supLO 8]oyoyoy 
R=1,…,m. 

现在 可 以 如 下 定义 4 的 两 个 范 数 
《45， 5) lal nyo ,tos 
和 
《45 ， 6) a ju[ ,ot CHIns oto, 


如 果 '41;,o 是 有 限 数 ， 则 记 作 42EC"™GQ)，。 如 果 14fw,。,o 是 有 
限 数 ， 砍 记 作 uaEC" (2),C “(2) 和 CGC"”" (02) 都 是 Banach 空 
间 。 

在 sf 中 ， 通 过 * 映射 ， 兴 范 数 和 范 数 的 记号 [C4],.,o> 
Casaos [Wa o 和 和 [#1 oy og 所 对 应 的 分 别 是 [gDo0sos0s *Cu3》 
sass dno 和 #0 等 。 即 在 前 面 加 上 一 个 《“s” 号 ， 以 
资 区 分 。 
本 节 仍 闭 重 说 明 方 法 ， 故 只 在 让 中 讨论 如 下 的 二 阶 线性 榴 
同型 方程 的 Dirichlet 问 题 。 
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n OH Ld Ou 
= Sn nn > pp, Ms 
oS 人 口 XiOY1 机 放 bx) OX. 


+C(xu= f(x) ,x Eng 
ul|se 一 0， 
这 里 人 是 RR” 中 的 有 界 开 域 ， Q(X = Q(X), 对 某 个 正 的 常 数 
4 成 立 
G5, 8) Do Eb DE, VrEdN, 


这 里 (和 ,上 ,) ER ,g 是 9 中 的 渊 度 为 零 的 闭 集 ， 它 可 以 被 分 
解 为 
(45,9) g= CHa) Ur ]DrUls， 
这 里 g;;， rj;,， r+ 和 和 s 笑 为 马 的 测度 为 零 的 北 子 集 ， 它 们 使 得 
or 和 Co (BD) , 久 为 gi 的 任意 闭 子 集 ; 
bEC""( 儿 }, 儿 为 G9\rj 的 任意 财 子 集 ， 
COX) EC (人 食 )， 急 为 Ar 的 任意 闭 子 集 ， 
FEC *( 娘 )， 多 为 从 Ss 的 任意 闭 子 集 。 
现在 在 *M 引 入 (45,7》 的 近似 方程 


(45, 7) 


习 Ou n 
| Luss DTD A(x) +* 5 B(x) 
ijv3 XiDXi 
(45, 10) a 
OF FON)d= Tx), XE#D 
Ox 
#| FF *=0 (#) 
上 式 中 的 偏 导数 都 是 *M 中 的 ， 系数 A, PB;, Co 和 下 EE * "> 
(* 5) ,而 且 满 足以 下 的 近似 条 件 


(45,11) *|Asi— ilosa os*|B;— biloyas 2 
#|Co -Cl os | -flo sa 都 是 无 限 小 。 
上 式 中 多 是 5N\g 的 任意 闭 子 域 。 
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Dirichlet 问 题 (45.10) 是 * 邓 中 的 非 奇 异 问 题 ， 可 以 在 * 壮 
中 用 通常 的 办 法 解决 ， 这 只 需 将 杂 中 的 理论 通过 公设 (5,2) 转 
到 *M 中 来 。 本 书 就 不 去 过 论 这 个 问题 了 。 不 书 所 关心 的 是 :如 
何 利用 * 玫 中 非 奇 异 问 题 (45,10) 的 解 去 构造 六 中 的 奇异 问题 
(45,7) 的 解 。 

本 文 所 要 讨论 的 是 ， 如 果 已 经 找到 了 (45,10》 的 一 个 解 
u(x) EC 《#*) ， 如 何 导 出 (45，7 ) 的 解 。 

设 罗 :是 5Ne 的 闭 子 域 ， 且 今 : 与 9 的 距离 不 为 零 ， 并 设 存在 
有 限 数 m( 纺 ,) 使 得 
(45,12) | Em, VXE HW,, 
自然 我 们 必须 设 5\g 有 足够 好 的 连通 性 和 有 限 可 发 盖 性 《人参 
团 图 (45,13))。 


图 (45 ,13) 


如 图 (45,13) 所 表示 ， 又 设 多 ,也 是 人 gq 的 闲 子 集 ， 仿 , 与 9 

前 距离 也 不 为 零 , 银 ,C 儿 ;, 银 ,和 多 ;的 边界 都 足够 光滑 。 又 以 

和 了 分别 裘 示 多 1 和 多 ,在昌 内 的 那 部 分 边界 ,又 了 ,和 了, 的 距离 不 

为 零 , 这 祥 ， 我 们 可 以 把 C7 3]，[303，532] 和 [373 中 的 M 中 的 

先 验 估计 的 结果 转 到 * 好 中 来 .为 了 表示 得 更 清楚 ， 我 们 把 
《45,10》 写 成 以 下 形式 
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C45,14) fs (Lu ~— .Gu) + F(x) = 饭 (X) ,XE 人， 
中 sp= 0。 
请 注意 到 
F O24 
《45 ,15) { ) EE 人 人 
F(x 之 [s A 0 
下 Bu 
+ [8,- Be] ss 十 [c-c 了 


+F-f+f 

和 注意 到 (45,11)， 不 难看 出 
《45 ,16》 * | oa SK Lm 多 + (fl oz)， 
这 里 天 是 有 限 常数 ， 这 是 因为 (45,14) 中 的 工 是 标准 微分 算 
符 。 

现在 在 乡 , 内 令 
《45 ,17) olX) = st (u(x)) 
这 里 XE Fi1。 

现在 将 到 中 的 第 二 型 曲线 积分 的 理论 转 到 “* 邓 中 来 ， 我 位 
有 以 下 公式 


(45,18》 W(X) = u(xo) + # 家 se 


pd [eb 
Ou 
十 Bi fa fo 
这 时 x6，%E* 仿 ,积分 与 路 径 无关 ， 特别 成 立 以 下 等 式 ， 
(d5,19) U(X + ,Xs KX) 一 下 XI) 
下 Bu 
二 关 外 人 
对 此 式 两 端 取 标 淮 部 分 得 


(45,20) Ha (Xi + hh ,Xa, ,Ko) -Ho 《Yi 


x1+h 可 4 
一 st{ 举 I Oxi {fsNXay ry wdt 上 
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与 (24,14) 类 代 ， 由 (45,16) 和 (45,20) 可 以 证 明 
(45,21) 2 = :民有 ce 人 
有 可 得 以 下 等 式 
. Quo st 2 } 
| ta _ 
0 tgs BO } 
这 里 xE&E 乡 :是 标准 点 ， ,nn。 由 此 不 难 证 了 明 ; EC? 
《 仇 1)。 进 一 步 还 可 证 明 ，4W6,ECY (多,), 害 实 上 ,由 (45,16) 
可 得 
(C45,23) lB2u C(x) ~ Ou(x)) SEK, [x~%1", 
这 里 x*, x E 儿 ,是 标准 点 ,KK 是 有 限 常数 ,对 (45,23) 两 端 取 标 
锥 部 分 得 
(45,24) [Bu C(x) ~ Ou (x )| SK, |x- xr", 
这 里 KK, 是 个 标准 常数 ,因此 ,4,EC*"( 多 1)。 
基 后 对 (45,10》 取 标准 部 分 可 推 得 u(x) 是 (45,7 在 
* 全 喇 | 的 一 个 解 , 诗 于 4 的 奇异 地 方 可 以 由 相应 的 非 标准 近似 解 
4 (Xx) 的 状况 给 以 一 种 由 示 ， 
显然 ， 这 里 的 讨论 只 是 很 初步 的 ， 还 有 很 多 的 问题 需要 进 
一 步 曾 有明 ， 需 要 大 量 的 例题 。 
又 邵 果 回忆 一 下 $16 的 理论 ， 那 里 提供 子 极 限 理 论 与 无限 
小 理论 互相 过 渡 的 桥梁 ,内 此 不 难看 出 一 种 可 能 , 即 用 极限 理论 
来 描述 本 节 的 内 容 。 不 过 ， 这 样 的 描述 不 如 本 节 的 这 么 直观 和 
方便 。 


(45,22) 


$46 “” 非 线 性 椭圆 型 偏 微 分 方程 
与 前 一 节 一 样 ， 本 节 也 只 着 重 说 明 方法 因此 ， 我 们 只 研 
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究 M 中 着 重 讨论 如 下 的 柄 国 型 件 微 分 方程 的 典型 的 Dirichlet 
问题 


t : O21 
Lu= 之 O(N 
(46,1> 人 
| = 上 (X ,ds 人 IED, 
! 四 
i | ,= 0 ， 


这 里 21;(x) = Qj (X)， 且 对 某 常数 2 疙 0 上 成立 > Qi (XI ESE; 宇 


1-3 


可 5 ，YxXE0Q; 0 是 xn 维 欧 氏 空间 "中 的 有 界 域 ,其 边界 .FF 人 2 


‘mal 


充分 光滑 A (Cxapb yb) 是 只 x 玉 xx 二 "上 的 足够 光 潜 的 敬 
数 。 
现在 我 们 用 播 项 的 办 法 推导 以 下 公式 
46,2) fxd, pis spn) 
= f(x,0,..,0) 十 fx ps po) 2 flx,u, pi, 0 
四 10) + (Xe 力 0) 一 -二 天 (xD 
0) — f(x,0,'.,0) 


pr 司 
= f (xX,0,.,0) 中 二 5 (Xd Pris tn dt 下 
ba-1 OQ 
在 | , Be Cs Pr gstr_130) dlr + re 
fiaf [ Of 
十 | 人 eo 
(Xsy2,0,., 0) dz 
= (x,0,..,0) | Od 
» Ou 


bid 
十 上 B00 sO d+ 和 
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pr af 
+ 上 Op 0,"" O07) dE, 


p: Of 
+ 人 | 6 On -txX, 之 + fs0 ‘,0)dzdt + We 


br 局 2 7 
+ a PE s0,t, dedt, 


pifrt: Of 
+ | | spo ovistyor "oddh 


br- = ps» 5 
"sy si 加 n 一 
十 | 5567 > 一 一 (YXy0， 0 1915) dirs 


dl te 


“人 31 pn of 
+ a 


如 zdic 

我 们 将 分 别 悄 沉 进行 讨论 。 

第 一 种 情况 是 若 存在 a>>0 使 得 对 xE 互 和 zE 玉 成 立 以 下 
不 等 式 

(46,3) SE (x,2,0,.,0) > 

在 此 条 件 下 ， 我 们 估计 一 下 (46,1) 所 解 的 极 值 。 

如 果 设 (46,1) 存 在 解 4E CY”，“( 右 ) 在 xoE 介 内 达到 正 的 最 大 
俩 s(xo})， 风 成 立 以 下 不 等 式 


46,4) f (x00, 0) 十 


由 此 不 难 推 得 


utxo) 
| 二 (x, 2Z0,°.0)dz 守 0 
中 


(46.5) wx) < 0 
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不 等 式 


六 xD) 

C4656) 了 Coc00) | ez0 0)dz>0 
6 a 

册 此 不 难 扒 得 

C4657) nx) < Pe 


综合 (46,5) 和 <46,?) 可 以 得 到 
max |f (x, 0 0) | 


尺 至 区 


(46,8) max lu (x)| < 
和 上台 2o 


下 面 我 们 将 建立 (46,2) 右 端 各 项 在 * 村 的 近似 表达 式 。 首 
先 研究 
(46,9) T {xsu (xX)) = | 人 OF, 2,0, ,0 ds 
为 了 作成 (x,u(x)) 欧 近似 ， 我 们 在 * 邓 定 义 以 下 国 数 


《46,10) 9,. (Xs2) = { of 
Ou 


(x,2,0,.,0), |2| < Bo, 

ep， jz| 之 2 

在 其 余地 方 令 9.E *C xs5x * 玉 ) 且 不 小 于 s,，， 并 生 设 Bo 是 
正 无 限 大 .现在 取 ijx,u(x)) 在 * 放 的 近似 值 为 


下 【和 
C1 人 a 


在 * 记 中 ， 从 上 式 可 以 得 到 以 下 不 等 式 
(46,12) a = Ke RR 
为 了 简单 ， 在 上 式 中 我 们 把 范 数 前 的 “* ”号 省 略 了 ， 以 下 也 
进一步 ， 我 们 进行 以 下 估计 
(46,13) [7 (Xu CX)) ~ 7 (x u(x 7 


{x) 2 
中 (YXy2) dz 一 | 
0 $$ 
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Q.(x’ ,Zz)d2l 


< 人 (g.(x32) — Qu.(X",2) Jaal 
¢ 
+ | | gr’, a) da 
< |g oe orpld oss lx— | 
+ [9sl0s0s 3x eRCu or dix — x | 
由 (4,12) 和 (4,13) 得 到 * 于 的 不 等 式 
(46,14) 17 bow cEKR (9 Iulo,, 5, 
这 里 K (90) 是 依赖 于 19.|l oy4.5: ,的 常数 。 
现在 对 (46,2) 的 右 端 的 项 
pitx) OF 


(46,15) pi (x, fi (%)) ER 上 Bp op DO)— 


dt 
在 * 用 中 引进 相应 的 近似 项 ， 为 此 在 * 天 定义 以 下 函数 


of 
(36,16) ~ gpi(%,X1) ee Ol 


0， [| 之 22。 


在 其 余地 方 令 9p1€ *C'(* 6X * 开 )， 这 里 2 是 正 无 限 大 。 
类 似 垣 ， 我 们 取 1p1(x,p1《*%)) 在 * 用 的 近似 项 为 


{46,17) IT pilXspi (X)) = * | gp td 
在 ，M 我 们 可 以 直接 得 到 以 下 全 计 


(46,18) | 了 2 | oo 去 | 9p) | oor varenl pi | ooyv5。 
进一步 ， 还 可 得 到 以 下 不 等 式 
(46,19) [Fp x, p(x)) — 7 p(X’, pilx’)) | 


去 : 9p1 | Bron [biloywasl—%’| 
二 |9p， {os0rogs xn | Pilon,-s1x— x"|。 


由 (46,18》 和 “(46,19》 得 到 在 * 内 成 立 以 下 不 等 式 
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《48y20) [Fpivorns es ER (p10) [piloy,+5, 
这 里 K (9p1) 是 依赖 于 19p11ow4s.5xs4 有 关 的 常数 0 
对 (46,2》 右 端的 每 一 项 都 可 类 似 地 在 * 对 作出 其 相应 的 
近似 项 ， 对 46,2》 右 端 最 后 一 项 的 近似 项 可 以 如 下 作出 ， 最 
后 一 项 表示 为 
(46,21) Tupi' pa XUCK) ,PilX) ,Pr CX)) 
1 Da he 
| 
dzdtidi,, 
为 了 引进 上 式 在 * 出 的 近似 项 ， 我 们 在 * 用 定 义 以 下 函数 
(46,22) Oop pa Xs Zs bi) 
四" wa 
Gud p11*"0 ps 
| 和 Bo 对 j= 1,…,8 同 时 成 立 ， 
0， 若 |z|[ 关 28。 或 上 | 空 28 对 7=1T, 中 的 
! 茶 一 个 成 立 ; 
宇 其 余地 方 仿 gupi… piE *C' (#5Hx*Rx*R’), 
这 里 Bo 仍 是 正 无 限 大 。 
现在 取 Jupy… ps(XsyuU(x) p(X) 下 ,pa(X)) 在 * 闻 的 近似 


(Xx,29tig to) 车 1z| 志 Bo， 


a si i 


为 
(46,23) 了 wp pa CX UCX), DPICX) ,p(X)) 


u(x) ptx) Pntix) 
二 I | ap pa Xs Zs Fy "ry 


t, yd ,dladt, 
首先 不 难看 出 
46,24) [FT up1 pao,0,«5 
(2Bo) "Jalo,0, .3 | 9upie pr os0s Bx eReR” as 
进一步 ， 对 x 种 x € * Q， 我 们 有 以 下 不 等 式 
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《46,25) j Zupie pr (Kou), Pi(X) ,es pr(X)) 
~ Tupi pa MX) PIX') ,es pa CX)) 1 


Hx) pr(x) 
<| 人 | es | gups p(s 2 f1s et) 


3 up pr(X’ ,2 9 Jdzdti*dt,| 


ulx) prix) - 
+ | 琳 | ". | ， Qupi pa(% sZt ote) dzdt, 


0 


dt, 
ee | i (zz ti st dzdt, 
“dt,| 
=]+, 
这 里 我 们 以 1 和 下 代表 依次 的 两 个 绝对 值 .由 《46,22) 不 难看 
出 ， 在 * 好 成 立 以 下 不 等 式 
《46,26)》 TS(2Bo) ”Cup pa loys eBxe Rx Rn [x—x’|. 
进一步 可 以 佑 出 
《46,27) I (2B0) C9upi pn Diy x 


{ [Wozs «at BD Ep |x 一 2 |， 
了 一 工 
由 (46,24) 至 《46,27) 可 推 得 在 * 朵 成 立 以 下 佑 计 
(46,28) [7 wp pa pa RR 上] ob w 瑟 十 > 
i=1 


| 区 ;| si 
这 里 入 是 与 jg9joss5x*prear 及 在 有关 的 正常 数 。 
我 们 已 经 对 (46,2) 右 端的 每 一 项 都 在 * 导 引进 了 一 个 近 
似 项 ， 然 后 定义 郊 数 
(46,29) F(XuUCK) , pi(X), ,p(x)) 
= f(x,0,.,0) +7 (Xu(X)) 
+ 7 pi (Xx, Pi(X)) + 
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+ Tupi pa (Xs P1 CX), ,Pn (XI)) oe 
于 是 在 * 好 成 立 以 下 估计 
(46,30) EFlors * BEK{f (x,0,%%,0) oF 
+ 1ulo, sa+ p> [Pilonns}s 
这 里 久 是 * 卫 中 的 一 个 常数 ， 与 上 式 括 号 中 最 后 两 项 无 关 ， 
此 外 ， 不 难看 出 ， 当 u(x)，pi,《x)…,p.(%) 是 有 限 数 时 ， 
成 立 以 下 等 式 
(46,31) (WHY pOX), ,Pa (2)) = f(x u(xX), 
Pi1(X) ,7 P(X)). 
现在 引入 《46,1》 在 * 本 的 近似 问题 如 下 


四 Ou 
Be 
(46,32) = F(x ux), piX) ss DalX)) XE #0, 
全 
| sj 多 * 昌 = 0 ,( 注 意 :此 处 pi(x) “一 (2)》， 


把 C7 ,C530I 和 5327 中 人 先 验 估计 的 结果 由 公设 《5,2) 转 到 * 4 
中 来， 则 〈46,32) 的 解 4(x) 满 足以 下 不 等 式 
(46,33) lalsn.aK { iFIo,st+ lulw.5}. 
这 里 五 是 * 以 中 的 一 个 常数 ， 
以 下 还 需 讨 论 一 下 1wio0.5 的 估计 。 如 果 (46,32) 的 解 w (x)》 
在 内 点 xc * 外 达到 正 的 最 大 值 ， 则 成立 | 
PilXo) = PtXo) = = P(X) = 0。 
注意 到 请 的 天 示 (46,29》〉》， 此 时 成 立 
(46,34) F(xosu (Xo0), Pi (X00) s palXo)) 
= f(x0,0,° 0) + F xosu x0)) EEO, 
再 注意 到 了 (x,4(%x)) 的 表示 (46,11) 和 (46,10) 得 
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17(xos0， 0) | 
ep 


类 伺 地 ， 车 4(x) 在 内 点 xuE* 纪 达到 负 的 最 小 值 ， 则 成 立 估计 


|f Cx’,0,.…,0)| 
eb ” 


由 (46,35) 和 (46,36) 得 到 在 * 好 成 立 久 下 估计 
一 [flx,0,-..,0) 103652 吉 


(46,35) U(x,) < 


C46,36) [uCx4)| 二 


C46337) loo - 
0 
现在 利用 (46,30) 和 (46,33)，， 在 *A 放 得 到 不 等 式 
C46,38) 12 xs 1 {fCxo,0,° ,0) 10,1,*5 


和 Ou 
+ [lo ns te Dla } 9 


这 里 天 是 与 括号 中 后 面 两 项 无 关 的 正常 数 。 

现在 利用 众所周知 的 内 播 不 等 式 ， (读者 可 做 看 [57) 的 
135 页 》 
{46, 39 ) juljs es EEE|H)is oo b+ CE))u)o0, vs 5 
这 里 7 + P<k+&, j= 1 ,RkR~-1, AkEN 0<a2sBs 生 1。 当 
然 ，(46, 39) 只 是 好 中 的 不 等 式 ， 我 们 还 要 利用 公设 〈5,2) 把 
它 转 到 *aAf 中 法 ， 才 能 使 用 。 

由 (46,37)，(4,38) 和 (46,39) 可 推 得 以 下 不 等 式 ， 
C46, 40) | 5K, 
这 是 乓 是 * 丸 中 的 一 个 常数 ， 它 与 4(x) 无 关 。 这 样 ， 由 Lerag 一 
Schauder 不 动 点 原理 〈 读 几 可 参看 [7] 的 231 页 ) 得 到 (46, 32) 
的 解 &x) 是 存在 的 ， 而 且 xEeC” (0*5)。 

一 般 地 说 ，(46,40) 中 的 常数 天 是 * 尺 的 数 。 特 别 ， 如 果 设 天 
是 * 卫 中 的 一 个 有 限 的 数 ， 当 x E02CCR”)， 定 义 
(46, 41) Ho (xX) = st(utx)) 
财 成 立 以 下 等 式 


Ouo(X) Ou{xX) 1 


(C46, 42) {oo.-}. 
Ou CX) _ Ou (x) 
人 Do poe) 


对 (46, 32) 两 端 取 标准 部 分 得 u(x) 满 足 (46, 1)。 册 于 我 们 这 里 
设 (46,40) 中 的 下 是 有 限 的 ， 故 推 得 4, (x)EC (8)。 

第 二 种 情况 ， 如 果 (46,3) 不 成 立 。 我 们 只 需 作 很 少 一 点 修 
下 就 可 以 了 ， 只 需 对 (46,9) 中 的 项 T(x,a(x)) 作 点 说 明 . 在 构 
造 J(xyu(x)) 的 近似 项 时 ， 仍 可 以 取 9,(x,z) 为 (46,10) 所 表示 
的 函数 ， 不 过 这 时 只 要 求 eo 是 “及 中 某 正 数 就 可 以 了 。 仍 然 利 用 
《46, 11) 构 造 近似 项 7(x,2a(x))， 其 它 各 项 ， 了 ai(X 力 (YXY))，…， 
fupipn xyagXZ) bi(X)，…，Db(x%)) 的 近似 项 仍 如 上 面 一 样 
的 构造 由 来 ， 于 是 又 得 到 近似 问题 (46, 32) 。 

现在 分 析 近 似 问 题 (46, 32) 的 解 u(x) 的 界 。 首 先 指出 ,在 在 
* 忆 的 一 个 常数 @, 广 2B, 使 得 


C46, 44) | g(x,z)dz 20 
LI 

和 和 

(46, 45) | "i 


现在 设 (46, 34) 的 解 %x) 在 内 点 xoEsg 达到 正 的 景 大 值 
u(xXo)。 洛 W(X0) 近 Wo， 则 已 经 证 明了 w(x) 有 上 界 。 若 HCNX0) > Cos 
则 此 时 应 成 立 (46, 32)， 因 而 有 有 


(C46, 46) "| gr 2)da+ fl 0,.%, 0)<0。 
故 由 (46, 10) 和 (46, 44) 推 得 

(46, 47) . | ga) de+ fo, 0 ,0)&E0。 
出 此 不 难看 出 
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flxos 0，0) 


ea 
类 人 地 可 以 讨论 ax) 在 2 的 内 点 达到 负 的 最 小 值 。 代 赫 (46， 
37) 我 们 有 


(46,49) [ulos0, >5<: C0 + 


{46,48) 让 Yo Eo 十 


[f (x, 0, ,0) joye5 
En 

与 第 一 种 情况 采取 同样 的 步骤 、 我 们 可 以 证 明 近 似 方 程 
《46, 32) 存 在 解 4(x) E*C (5)， 余 下 的 讨论 就 不 必 再 重复 
了 。 

作 省 在 这 里 只 给 出 问题 (46, 1) 在 saif 中 的 一 种 近 似 求解 的 
方法 ， 包 括 证 明了 这 种 近似 解 的 存在 性 .当然 ， 近 似 解法 是 很 
多 的 ， 而 且 不 同 的 近似 解 又 会 有 不 同 的 性 质 ， 本 书 对 此 没有 讨 
论 。 

对 于 实际 中 的 非 线 性 问题 ， 除 了 把 它们 列 成 标准 的 微分 方 
程 边 值 问题 之 外 ， 最 好 还 应 给 出 一 些 必 备 的 无 限 大 性 质 ， 以 便 
寻找 合适 的 近似 解法 。 


$47 ” 常 系数 椭圆 型 偏 微分 方程 的 基本 解 


在 两 相 微 积分 的 理论 中 ， 表述 常 系 数 权 圆 型 偏 微分 方程 的 
基本 解 是 很 方便 的 。 

1 .三 维 Laplace 算 子 的 基本 解 的 第 一 种 表示 。 在 杂 中 三 维 
Laplactc 算 子 汶 


(C47，, 1) ps = 一 一 


此 外 ， 设 Cx, yz) 是 一 个 具有 紧 致 支撑 《 即 在 三 维 欧 氏 空间 
到 的 某 个 有 界 了 团 集 之 外 为 零 ) 的 对 中 的 连续 通 数 。 今 在 *M 中 到 
禄 数 


(C47, 2) he dp sar 


4Nr, 


这 里 
(47,3) re{T(GE-8)24+(0-IJ2HC ED } 
和 


2 一 12 
(47, 4) DP)=——| ee at, 


wwAr |】 ,2 
是正 元 限 大 。 在 本 节 中 令 Bo=: 1， 则 5 是 无 限 小 .GCCo) 是 要 
中 的 淆 数 ,HBD) 是 x4M 中 的 函数 。 
当 r, 不 是 无 很 小 时 成 立 
《47,5》 D(CBr) = ssgn(r) 二 无 限 小 。 
请 注意 ， 当 ri = 0 时，Dtri) 是 可 去 奇 点 。 了 此 外 ， 在 *M 成 立 导 
数 公 式 
3 
d 2 -人 (全 
a ov ne ©) 
= 261(7r,)。 
这 里 6: 的 表示 请 看 (33, 11)。 
现在 定义 函数 w(E,7, 85) 为 
G47;7) os m6) = | fsn tI Ur ddnde,. 
* Rs: 
在 * 邓 中 我 们 引入 以 下 两 个 Laplace 算 子 的 记号 


中 O? O02 
WW “A BE + "On 
0 0 0 

Sn "1" BE “Bn7 "Oc! 


(47,6) 二 


念 只是 * 玉 ?中 以 (05) 为 中 心 和 以 wa 为 半径 的 小 球 。 下 
面 计算 -Ap(E,TIIE)》 


(47,10)》 ey= | nL eIU rdEdnde 
s RR? 
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i862 0 ryderme 


* 3 
1 *d , *d 
= fam dtd) pyar 
* RR 


Cr,} dédmdeé 
I 1 
Wm ZA EA 71s 61) py 
sR 
G7 (rydsdn1déi 


1 oc 
= -jas*]| 


ED716 (rider 
这 里 > 代表 单位 球面 。 
这 样 ， 若 (5,7,2) ERR 是 标准 的 ， 则 成 立 以 下 公式 
(47, 11) st(# Avu(s,7,5)) 
YE 
一 st{ | | 
FE Ms br6! (rdri}. 
注意 到 ”81 (ri) 当 rz 0 是 符号 国定 的 函数 ， 所 以 可 以 用 积分 
中 值 公式 (23, 2) 得 
(47, 12) st(#sfo0(8,7,6)) 


a 


61’ (rridr,},， 
这 里 (8 ,99,51) 是 中 的 一 个 点 ， 它 与 (8,7,5) 相 距 为 无 限 小 。 
负 为 在 邓 中 Fx,y)z) 是 连续 的 ， 所 以 立成 
(47, 13) st(ssv(s,7,6)) 
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二 | ri81 (rdr:} 


人 
=21C6mestt | G(rdr } 
by (CE 他 <) 。 
如 果 对 # 的 可 微 必 再 如 强 一 些 ， 则 可 以 得 到 -fo = st(s -fo)， 这 
里 v= st(v)。 但 这 些 就 不 仔细 讨论 了 。 
2. 三 维 Laplace 算 子 的 基本 解 的 第 二 种 表示 。 在 好 中 我 们 
定义 
1 


(Lm)s 


(47,14) K(é, 7,5) Be 
| 人 i (a 9B+EB) 
本 -一 一 一 一 一 一 ac2Zd pcdD， 
olalsiol, lp 02 二 人 E 
这 里 了 ,是 正 无 限 小 ， 万 是 正 无 限 大 。 于 是 成 立 以 下 公式 
《47，15) * KE, YE) 
1 川 ia +n8 +e0) 
TC e daadpab 
51 魏 | al, [81,19| 扫 如 
1 EB 2 6 
= z* | cossedae | cosnpape | cositde 
br Ci 他 1 ol 


了 sinBE— singé , sin 2B? — singj’ 
x6 AX 


sinBs ~ sin0é 
Se 


NE 


现在 仍然 设 1(x,y,z) 是 一 个 具有 紧 致 支撑 的 以 中 的 连续 
函数 ， 我 们 研究 如 下 定义 的 函数 


(47, 16) v(E, 7,6) 
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主 sj) sm). 


水 下 3 

天 (一 0 一 Ti 一 aq 
下 而 计算 sa。 不 难看 出 
(47, 17)) “VE, 7, 6) 


= | fees m5. 
”RR 


xs SKC(E~E ND - NE EN)dédnde, 
因为 在 可 中 /(61,71,5,) 具 有 紧 致 支撑 ， 故 在 积分 号 中 ， 当 5,7， 
< 为 有 限 数 时 ，E 一 561,77 一 ?6 一 5 也 是 有 限 数 ， 这 时 ， 
singi(é ~ £1) siaci(2 一 2 和 
TES-5) ” (9 一 7) 
_Sinca(e ~ C1) 
了 (一 全) 
为 无 限 小 。 特 别 ， 当 (本 72) ER 时 成 证 
C47, 18) st{ * -ID D6) } 


全 inB(E ~ £1) 
二 st{ 半 J nner es 


sinB(7~ 7) sinB(S ~— 61) 
wx(7—7,) dn A dc, }. 


进一步 ， 还 需 设 f (51,71,61) 对 其 每 个 变 元 都 是 有 界 变化 的 ， 由 
定理 (33, 35) 得 
(47, 19) st { * so(é,0,6) } = fF(E,n,6). 

请 注意 ， 两 个 不 同 的 基本 解 ， 即 (47,2) 中 的 Ur) 与 (47， 
14) 中 的 ， 牙 (5 一 51977 一 ;5 一 61)， 其 性 质 不 完全 相同 。 在 推 
导 (47,13) 时 并 不 要 求 假设 F(x, yy*z) 对 它 的 每 个 变 元 是 有 界 变 
化 的 。 我 们 应 当 关 心 这 种 性 质 上 的 差别 。 

3. 三 维 Laplace 算 子 的 基本 解 的 第 三 种 表示 。 我 们 在 * 订 


Z69 


定义 以 下 函数 


一 一 一 一 


(47,20) HC) = | 了 六 
0， 0 和 ri<COi 
这 里 ,如 {47,3) 所 表示 ，0, 是 正 无 限 小 。 
请 注意 ,如 是 不 连续 核 ,而 在 古往今来 的 场 论 中 恰好 到 的 是 
这 个 不 连续 核 。 今 定义 以 下 还 数 
G47,20 hm = {ff 80 dH rasadnade,, 
* R3 


; OFT*o0 


这 里 设 jx,yyz) 是 对 中 具有 紧 致 支撑 的 一 次 连续 可 微 的 函数 。 
设 所 =C+ET 二 有 +TE=0+e 和 = wa+B+ 全 ， 则 成 立 
(47, 22) h(E,n,£) 
= “||)fears pry0+ Hadadpdo 
和 
= -二 * [(fieeré Btn,0+ sdadBdo. 
DO] 
以 下 计算 * AR(E,7,5)， 不 难看 出 
(47, 23) et eA 
-(" EE i ~ Br) ,6) 
x 
-rt 
= 一 史 | 逐 {até, +7,0+6) H 
Dp 之 0] 
1 
192dpadb 


On 
POL 


gal +8,B+ m0 +6) dod Bd 
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这 里 I， 
(47, 24) 


和 “中 [| 逐 ex B +1,0+ Ons mdadpdo 


=E+I-+H， 
和 页 ee 三 个 积分 。 不 难 秦 出 


he aja (a+rEé,P+n,0+E) 


D0: 


ms dodpde 


3 :六 a 


68 


pdb 


| Bi1n,0+E) 


[ep 


rdadpdg 


-二 cr B+7n,0+C) dpao 


P= Ol 


+ ed + &) 


1 


dpd8 


-去 "JJ)f (+6 B+n,0+6) 


P01 


CE 
Ba (ms dad Bdgd, 


对 工 和 下 也 可 类 似 地 进行 计算 ,最 后 可 得 


(47, 25) 


st { * ARCE, Te) } 
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到 * ||f (e+é, B+7,0+6) 。 


4nxn03 “ 
MH=01 
[tadpdg + Babdoa + edadp) 
1 
= -it |Jicert,p+rn0+5as } 
PO 
= f(é8,7,5)。 


请 注意 ， 当 采用 ，*1 中 的 不 连续 述 豆 Cr ， 如 (47:,20) 所 表示 ， 
作为 Laplace 方 程 揭 基本 解 ， 为 了 证 明 (47,25)， 仅 仅 设 f (8， 
9) 为 连续 函数 是 办 不 到 的 。 

对 一 般 的 椭 加 型 偏 微分 方程 的 基本 解 也 应 作 类 似 的 讨论 ， 
以 下 只 举 一 种 表示 法 。 

在 村 中 研究 如 下 的 常 系数 的 实 圆 弄 微 分 算 子 - 

47.26) £ (0) i i 二 

其 中 闫 >> 0 是 候 数 ，4= 4 py xs 是 2 元 通 数 ，4eim 是 常 
数 。 如 果 令 (这 里 5 = (51, ,6,)) 


(47,27) L(y= 寺 4 


人 天 51 bins 
它 满足 擅 轩 型 条 件 
(47, 28) A A 
r=1 + 


这 里 > 0 是 个 正常 数 。 现 在 我 们 在 * 必定 义 以 下 池 数 
(47,29) 下 (Xiy Xn) 

> i 

(2x) 


和 a (X11 "+ xndn) a 
J fe 
i 
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3 


这 里 co 是 正 无 限 小 , 吕 是 正 无 照 大 。 不 难看 出 
(47,30)  # LOK Cx, +, wf,) 
1 CxS1T + + wntn) 
= san 
(27)" | 
091 所 lB 


CE 


1 
一 六 
并 


1 


B 

[| coswséidés } 
1 

各 { sinBx,— sing%; }; 


NX; 


nn 
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1=1 
即 #* 工 (0) (Xi ，…，Xo) 是 一 个 8 元 的 Dirac Delta 函数 。 还 
留 下 很 多 问题 没 讨 论 ， 请 读者 深思 友 ! 
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附录 ”多 相 微 积分 初步 


自 此 以 下 研究 多 相 币 积分 。 它 推广 了 两 相 微 积分 ， 对 多 辑 
学 不 熟悉 的 同志 可 以 跳 过 848 进 行 阅读 。 


$48 多重 模型 的 存在 性 


为 了 建立 多 相 微 积分 ， 我 们 先 把 重演 示 f46]30 一 34 页 的 理 
论 稍 微 推广 一 点 。 当 然 、 推 广 的 方法 很 多 ， 这 里 所 采取 的 是 很 
简单 的 一 种 。 接 照 鲁 演 囊 [467 的 记号 ， 设 是 一 个 分 民 的 句子 
集 〈 即 句子 中 每 个 地 址 于 只 能 以 同一 类 型 的 常量 或 变量 代入 )， 
好 是 开 的 一 个 模型 〈 特 别 ， 本 节 是 以 好 代表 标准 分 析 移 理论 ) 。 
包工 代表 兵 中 出 现 的 常量 的 集合 ， 则 了 的 元 素 指 称 邓 的 个 体 。 我 
们 知道 ，* 计 是 玉 的 另 一 解释 。 设 * 夺 的 个 体 所 对 应 的 常量 的 集 
合 为 xs 了， 则 * 了 是 ?的 真 扩 大 .例如 ，*NN 是 以 的 真 扩 大 ， 我 们 以 
* 和 《或 入 ,) 的 元 素 作 为 第 二 相 购 自然数, 又 x*RC 或 R,) 是 RR 的 丰 
扩大 ， 我 们 以 *R 表 示 第 二 相 隐 实数 集 ， 等 等 。 
由 于 * 半 也 是 玉 的 一 个 解释 ， 我 们 又 可 将 * 相 扩大。 扩大 后 
渐 得 到 的 内 的 和 外 的 理论 所 组 成 的 模型 以 杂记 之 ， 称 为 第 
相 的 分 析 模 型 ， 相 应 的 内 的 理论 所 组 成 的 模型 以 MM 记 之 ， 
为 第 三 相 询 内 的 分 析 模 型 。**M 是 上 的 另 一 解释。 
按照 有 限 归 纳 法 ,依次 十 去 ， 设 对 某 个 8EN， 存在 非 标 
准 的 、 内 的 和 依次 扩大 的 分 析 模 型 
DD 
和 相应 的 非 标准 的 分 析 模 型 
M2, Ms, 1, Mei. 


屏山 
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I~ I 


对 每 个 :，1 夺 i 己 B， 我 们 称 *' 则 为 第 i+ 1I 相 的 内 的 非 标 准 分 析 
模型 ， 相 应 的 冯 , 为 第 :4 1 相 的 非 标准 分 析 模 型 .又 以 *: (或 
.si 表示 第 !+ 1 相 的 自然 数 集 ， 以 * 尺 (或 民 表示 第 i+1 相 
的 实数 集 . 对 ;满足 1 所 1，i+ 1 雪崩， 我 们 当然 设 w 是 * 好 的 
真 扩大 。 或 者 具 笨 一 点 说 ，* LV 是 *: 的 真 扩 大 ， 即 *' 闵 是 
* IN 的 真子 集 ， 即 存在 xnEw'*'N 便 得 对 一 切 mEwiM 成 并 区 
< 
*'M 是 甸子 集 的 一 个 解 缀 ,我 们 设 *'MM4 的 各 型 个 体 所 对 
应 的 常量 集合 为 *' 了 。 
以 下 我 们 进一步 将 xr* MM 扩大 。 
为 此 ， 我 们 先 说 明 一 下 有 限 这 个 狐 念 。 按 照 我 们 的 记号 ， 
好 中 值 域 为 p; 和 定义 域 为 p; 的 蚜 数 的 集合 表示 为 ft(pi, pz)， 扩 
大 后 在 * 几 中 相应 的 内 退 数 的 集合 表示 为 *ft(p1, p)， 依 次 地 ， 
在 ** 覆 中 相应 的 内 潮 数 的 集合 表示 为 **ft (pi, ps)。 
在 邓 中 有 限 集 可 以 如 下 定义 ， 若 C 表 示 好 中 某 个 类 型 的 元 
素 的 集合 ，G 是 有 限 的 其 定义 如 下 
(48, 1) 2 (I NnENAPEItI,n|, G) 
| A(VOIIOCG—> (INDE ll,n)| 
APOD=OIAN(TOCYI)IEC Ilrn| Ai 
ATEll n> 9, 
这 里 11,%| 代 类 标 准 自 然 数 的 集合 {让 1 志 ? 入 } .而 在 **M 中 ， 
若 G 是 ** 陪 中 某 个 类 型 的 元 素 的 集合 ，G 是 x** 有 有 限 的 ， 其 定义 
如 下 
《48，2) (Fn CT mC# NA 
公民 ft 1,n|, 人 
(Y9)[9EG 一 >( 刁 让 站 全 |1,n)| 
NA 人 YD= 0A(C(VDCYN 
CiEnr ll nl AiFIATE |1, nl 
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> CAP, 
:这 里 x 1,n| 是 x 六 的 集合 {1 所 i1 才 nn }。 
我 们 把 在 ** 上 成 立 的 分 层 句 子 集 记 为 关 瑟 ， 因 为 句子 集 
天 在 sf MM 上] 太 并 ,所 以 人 是 * 的 子 集 , 设 bE* ?了 ,5 的 类 型 是 5 
出 现在 » 的 句子 中 的 地 址 上 的 型 , 设 5 的 型 是 7= (Tj Ts)， 故 5 
在 任何 解释 中 指称 二 元 关系 。 令 7 为 ** 卫 中 使 得 
(48.3) “KCCIvy) Pb, 9,%») 
成 立 的 所 有 元 素 9 的 集合 。 这 样 ， 在 任何 解释 中 i 的 常数 指称 
车 由 已 指称 的 关系 的 一 个 变量 的 变化 域 上 的 元 素 。 称 日 为 共 点 
的 ， 如 果 对 < 的 每 个 * * 有 限 集 { 9,，,…,9,} 成 立 
(48, 4> afk- CH y) LD, 9, yA 
Pb, 92s VI A ADr Ch, ys, y) 1, 
或 写成 
sR yy CVCE |1,n]| 
一 -> 中 (pgi，y)]。 
令 是 ss 了 的 共 点 元 素 的 集合 ,对 每 个 bET,， 我 们 选择 不 属 于 
* “也 的 不 同 的 (常数 ?符号 mw。 设 在 我 们 的 语言 中 有 足够 多 的 ( 常 
数 ) 符号 可 供 选 用 。 这 是 一 个 很 重要 的 假设 ， 等 价 于 一 条 公理 . 
所 有 这 种 元 素 @ 的 集合 以 m 记 之 。 
对 于 每 个 8E 1T,， 当 9 跑 遍 J;， 名 于 
C48,5) X= Db, 9, a) 
的 集合 为 。。 当 5 跑 遍 了 时 ， 人 条子 集 K ,的 并 集 记 为 民 ,。 令 
H= "KURK., 
称 瑞 为 * 天 的 扩大 。 
与 鲁 演 带 [46J 中 31 至 38 页 的 讨论 类 似 ， 设 / 是 一 个 一 阶 或 
离 阶 语言 中 的 勾 子 集 ，G 是 7 中 赎 现 的 常数 的 集合 。 令 DD 是 由 局 
到 常数 集合 Gi, 上 的 (可 以 是 多 个 对 一 个 的 ) 映 射 ,7 的 各 个 句子 
中 的 常数 按 展映 射 D 作 了 代 换 所 得 到 的 句子 集 以 71 记 之 。 便 演 
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避 证 明了 以 下 定理 
(48, 6) 落 产 是 协调 的 ， 则 7 也 是 协调 的 。 
在 这 个 定理 金 基础 上 ， 我 们 有 了 以 下 定理 
(48, 7) * “天 是 协调 的 ， 同 样 ， 妃 也 是 协调 的 。 
证 明 . 因 为 * “有 是 * “天 的 模型 ， 所 以 * “天 是 协调 的。 以 
下 只 人 须 证 于 是 协调 的 。 
根据 售 滨 尿 C462 的 27 页 上 的 定理 2.8.1, (有 限 性 原理 )， 我 
们 只 须 证 明 妃 的 每 个 有 限 子 集 是 协调 的 。 进 一 步 ， 设 天 ， 是 挟 。 
的 任意 有 有 限 子 集 ， 令 了 = * {KUK”4， 我 们 只 筑 证 明了 是 协调 
的 .现在 令 
Ko= [四 (by Qs 512) Drilbis itis O41), 
Dr (bs Fors 0s2) ss Drs (be, 92k2, G2 2) 
Dr th,y Iris ss) Dr hss Iron Csa) }» 
其 中 x，,…，RnEN， 常 数 b!,，b,，…，b, 和 名 不 相 辐 。 
由 (48,4) 可 以 证 明 ， 存 在 常数 g,，a,，…，0, 使 得 句子 集 
天 = {Drilb,, O11 02), s Drs (by, 9141,01) 
Pr, by, Gors T2) 1*:, Dro (hs, 3 142, 02) 
Pb, Gn Gr) ss Pr bss Srins 0n) 上 
在 ef 夺 成 立 。 
为 此 ， 我 们 只 和 堪 证 明 ， 对 和 任何 xm,_E 入 ，* “MM 的 有 限 集 G = 
{ 91s*"*, Tmo } 世 是 + 有限 的 。 为 丝 , 设 变 量 x，…:xns 的 类 再 
相同 .由 于 在 好 成 立 以 下 句子 
C48, 8) (FH) An (CIN (CIPIME NAPEft lb 
fl, {Xs sm ACYVXILXE {Xs Amo} 
(CADET NAPG) = x 人 (Yi) (v1) CE 
[srl AATFIATE I1, nl——>9() AP )), 
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将 上 式 逐 次 转 到 * “好 ， 我 们 有 
C48, 9) (FA VXn) CAN (CTDPI RE # SNAPE 
fix S11n!, {Xs sm } OA CYRX) LxE {x 
Xn > (DE #6|1, nl ATC) = 人 
VDOCYDUE rlsns [AiEIAIE #7 |1,n| 
— > GAAF( i., 
将 (48, 9) 前面 mw 个 全 称 量词 去 掉 ， 得 到 
(48, 10) (3M (SIE # NAPE + sftC» ?11, nt, 
{ 915° Tno } A {WX) LXE {HJng} 一 
(SDE EI nl AP = XACVD (VD Ci 
€E #31 nANizIANTE # |1,#|——>P (0) A 
2 7]]。 
比较 (48,2) 和 和 (48,10) 我 们 推 得 G= { 91…, 9wm} 是 *“ 有限 
的 .由 这 个 结果 和 (48, 4) ， 我 们 有 
(48, 11) * ?KK'. 
这 样 ， 令 7 = *“ 太 [LJK1， 则 1 是 协调 的 。 由 定理 (48, 6》 
知 ] 蚌 协调 的 .因此 ， 玉 是 协调 的 ,定理 (48,7) 证 完 。 
现在 令 电 所 对 应 的 模 更 为 Ms,;， 相 应 的 内 的 理论 模型 为 
+ Bt1MoNs42 为 * MM 的 扩大 ，*“"**M 为 *?K 的 另 一 和 解释， 
同样 ， 它 也 是 去 的 另 一 解释 。 按 有 限 归 纳 法 ， 我 们 的 扩大 步 又 
完成 了 。 
特别 ， 如 果 以 5b 指称 “二 ”关系 ， 用 Tr 表示 85 的 型 ， 则 对 ，? 
六 的 任意 的 * 有限 子 集 { 1,2,…;#} 在 *5 衣 成 立 
(48, 12) (JyYI CVOUE #1 7 一 一 > 中 (5 y)]。 
前 面 已 经 指出 ，* “NN 的 任意 (标准 ) 有限 的 子 集 必定 是 * “有 
限 的 ,这样 ， 根 据 有 限 性 原理 〈 见 鲁 滨 进 [46] 的 定理 2、8、1) ,我 
们 知 在 MM;,: 成 立 名 于 
(48, 13) (FINCHOOE # SN—>®,(b,i, y)]。 
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这 样 ，* "六 是 :YY 的 真子 集 。 即 * “六 中 存在 > 使 得 对 一 
切 ;iE * ?了 N 成 立 i 之 y .那么 ， 相 对 于 * “入 的 所 有 自然 数 而 言 ， 
y》 是 元 限 大 。 

在 下 节 中 ,我 们 仍然 用 公理 化 的 方法 来 引进 多 相 微 积分 学 ， 
因为 这 桩 比较 贞观 。 


849 多 相 微 积分 的 公理 系 


上 节 简 单 地 证 敢 了 多 重 模型 的 在 在 性 。 如 果 把 多 相 徽 积分 
的 基础 完全 用 膛 辑 的 方式 推导 出 来 ， 所 需 的 篇 幅 太 长 ， 因 此 ， 
还 不 如 用 公理 化 的 方法 直接 引入 。 

在 公设 (5, 1) 和 (5,2) 中 ， 我 位 把 标准 分 析 好 逻辑 扩大 为 
* jif， 又 * 朵 是 有 :的 一 部 分 。 现 在 引入 如 下 的 更 加 一 般 的 假 
设 。 

公设 (49,1)、 除 公设 (5,1) 中 已 经 提 到 的 有 序 域 尺 和 * 民 之 
外 ， 还 人 锯 设 存在 有 序 域 * 尺 ， 这 里 BE NN， 它们 只 有 以 下 性 质 

1。* 8 及 可 以 只 入 * 5*1 忆 成 为 一 个 有 序 子 域 ， 或 者 说 ， 
* 8+1 忆 存在 一 个 有 序 子 域 RRp41 与 *“ 民 同 构 。 我 们 称 Re: 中 的 
数 为 第 B+I 相 的 实数 。 在 比较 放松 的 情况 下 ， 我们 把 ** 民 与 
了 si 看 成 是 同一 的 。 

2。* 2+1 尺 中 枪 在 正 落 eg， 它 小 于 * { 卫 的 每 一 个 正 数 。 

我 们 以 Mi 表示 * “ 尽 上 建立 的 全 部 理论 ， 以 三 pri 家 示 
逢 ,1 中 出 现 的 各 型 常量 对 象 的 集合 ， 则 五 s+41 是 *? 尺 上 各 型 
常量 对 象 的 集合 ,进一步 ， 我 们 引入 以 下 公设 。 

公设 (49,2) 。 对 每 个 BE NN，M 6,1 存在 部 分 理论 **M， 并 
且 合 得 * 3511 如 是 * 5 用 的 扩大 。 各 黑 以 * 5 栈 记 * SM 中 出 现 的 
各 型 常量 对 象 的 集合 ， 别 * 六 是 矿 ; ,1 的 子 集 ,更 确切 地 说 , 成 
立 以 下 性 质 。 

1. 常 量 的 对 应 ” 设 *“*! 厂 存在 一 个 子 集 关 err 它 与 * “全 
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之 间 存 在 一 个 双方 单 值 的 映射 了 ,oT7Ts,i; 保 持 RRi.1 与 *“ 怀 之 
全 的 同 构 ， 把 (0) 型 常量 * ”RR 对 应 到 * f+*!1 尺 ,根据 ?js019 * 全 
的 每 个 常量 4， 它 在 广 /. :所 对 应 的 那个 常量 被 记 为 了 eic， 而 
县 4 与 Ta414 的 类 型 相同 , 户 s.1 的 对 象 被 称 为 第 B+ 1 相 的 内 对 
各 . 在 不 必 和 拘泥 的 情况 下 ， 我 们 把 六 ,与 *” 症 关 成 是 同一 的 。 
称 FFa4w1 的 对 象 为 第 +1 相 的 内 对 家 。s,1 栈 的 不 属于 ， ?了 的 对 
象 被 称 为 第 +1 相 的 外 对 象 . 称 Ty41 为 *? 厂 到 *5*1 夏 的 异 入 
算 子 。 

2. 食 变量 的 关系 的 对 应 若 4(xiy pxiban…yoi) 是 si 
的 一 个 关系 ， 其 中 xl， 5 是 变量 ，ab 2 是 常量 ，1<i+7 
;与 7 是 非 负 整数 ， 通 过 7 ,， 变 成 ”1 的 关系 * A(wis xi 
* 0，… *Ci)o 但 项 注意 ， 前 者 变量 的 变 域 在 ** 六 中 。 后 者 在 
* e+ 及 中。 

又 若 昌 (xs sy XBi9"…) 是 *“* 1 用 的 关系 ， 其 中 xX!,…， 
Xi 是 变量 ，b…， 0 是 常量 ，Jssi+y，r 与 7 是非 负 整数 ， 唱 在 
下 “条 中 存在 关系 4(xzi Xis Yi sy)， 使 得 了，,1A= 如, 或 
者 更 明确 一 点 写成 

(Tp 1A) CKxis rs Ki Vis i) = BXis ns Kis Vis Y1) 
这 里 yiy…y yi 十 变量 ， 而 且 在 * “六 中 存在 常量 a，…，Gi 使 得 
Xi mo209009 00) 十 ?中 的 关系 。 注 意 ， 关系 式 中 每 个 
位 置 上 的 类 型 是 确定 的 。 

3. 由 *“ 寻 到 ，**1M 的 命题 或 语句 的 转换 设 s 是 * “及 的 
一 个 命题 或 语句 ， 通 过 To: 将 8 中 的 每 个 常量 ， 如 @， 都 换 为 
75+19， 又 将 8 中 的 变量 的 变 域 扩大 为 2*17 中 同型 的 全 体 党 
量 ， 那 么 s 就 变 为 在 * “好 成 立 的 一 个 命题 或 语句 。 

4。. 由 *?11M 到 **M 的 命题 右 语 句 的 转换 设 站 是 af+5jf 
的 一 个 命题 或 语句 ， 如 果 其 中 所 有 的 常量 Bi,…,bjE 六 p41， 即 
它们 是 第 B+ 1 相 的 内 对 象 ， 只 要 将 户 中 的 变量 的 变 域 限制 到 
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六 s+1 中 间 型 常量 的 全 体 ， 则 也 变 为 在 ** 肝 成 立 的 命题 或 语 钉 。 
如 果 在 常量 之 中 有 用 个 ， 和 局 加 pppioi<y， 不 属于 Fevl， 则 
一 定 存在 ac …，oaiE 和 oa， 它们 的 型 依次 与 训 ，…:8 相 同 。 在 
坊 中 依次 以 gj ya 替换 5 并 将 变量 的 变 域 限制 到 六 erly 
所 得 到 的 命题 或 语句 在 *“ 朵 是 成 立 的 。 

与 45 的 讨论 类 似 ， 不 难看 出 ， 

1.* 中 有 些 句 子 在 * “MM 中 是 没有 的 , 克 *”"*' 以 是 
* “My 的 真 扩大 。 

2. 计 s+: 中 的 确 存在 不 属于 *“*'M 的 外 命题 和 外 对 象 ， 妇 
完备 性 公理 在 好 +: 不成立， 但 在 *“ 对 仍然 成 立 ， 等 等 。 

对 于 8§6 的 命题 转换 的 二 原则， 这 里 也 可 以 作 相 应 的 推广 。 
对 于 每 个 ?i，1 志 i，* i 村 是 村 , ,的 子 理论 ， 如 何 将 * “MM 的 公 
式 表 为 好 :的 公 , 式 我 们 采用 以 下 三 原则 

C49,3) 1, 若 对 茶 个 EN，A(0,…,0)) 是 和 4;i1 的 一 个 关 
系 式 ， 则 ， 在 ， 5! 邮 中 4(c 0) 成 立 <-> 在 
和 ;中 成 立 4E DAaE 人 人 … 人 aoE 
* TN 人 A(lg,.…,0;) 
2. 基 A(x) 是 朋 ,,| 的 关系 式 ，x 是 变量 ， 则 ， 
在 * i 及 成立 (YXx)A(x) < 一 > 在 及 , ,| 成立 AE 
* TA(C(VAOLXE #7 —> A(X)); 
3. 若 .4(x) 是 于 ;的 关系 式 ，% 是 变量 ， 则 : 
在 * 1 及 成 立 ( 二 x)A(X) > 在 Mi 成 立 AE 
* iTACIXLXAE # 人 dx)]。 
这 里 xE * 六 表示 x 的 变 域 在 * : 矿 之 中 ,至 于 怎么 使 用 这 些 泌 
则 ,请 人参 姥 第 二 至 第 四 章 的 讨论 ， 这 里 不 再 重复 。 


$50 ”不同 相 的 无 限 大 和 无 限 小 
为 了 方便 ， 我 们 引入 以 下 记号 。 设 eM=M，。P = 了。 
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soN= 放 和民 = 玉 .又 对 午 7 满足 si5< JJ， 如 果 常 量 s 是 * 江 的 
某 型 个 体 ， 则 记 

(30,1) * (C00 = TT .Td, 

这 里 7 是 把 *: 卫 迭 入 "了 的 算 子 ，T 了 是 把 s*T 捐 入 *'T 了 的 
算 子 ， 等 等 。 又 特别 记 


# 一 10)G。 
例如 ， 在 对 中 积分 号 为 “| ”， 在 * 朵 中 则 为 | ， 依 此 


类 推 ， 不 再 重复 。 

对 i 汪 0， 我 们 记 

下 =wiR= TT ,TR 
N=wiN= Te TTN 
这 里 7 ,为 恒 等 映 射 。 

我 们 明确 一 下 称呼 ， 称 及 ;为 第 i 相 的 实数 线 ,NV ,为 第 i 相 的 
自然 数 集 ,入 ;为 第 i 相 的 微 积分 理论 ，*'-' 计 为 第 i 相 的 内 的 微 
积分 理论 ， 这 时 1<i。 

进一步 ， 对 1 竺 i < 之 j， 我 们 引入 以 下 定义 

(50,3) Piss = {X= VNtER} 

{50,4) Nis = {x|% = #0_1, INIEN,}. 

由 公设 (49,1) 可 知 : 了 R;, ;是 情 的 真子 集 且 与 R; 代数 同 构 ， 
NN,; 是 Nj 的 真子 集 且 与 V; 代 数 同 构 ,进一步 ， 记 


(50,2) 


1 1 
(50,5) mon;,.(0)= ,by, (- 二 ， 二 


称 monyy:(0) 为 (j, 门 零 单子 。 进 一 步 定 义 
(50,6) x 是 (j, 门 无 限 沾 二 > xERiIAMNXEmoni,:(0)， 
x 是 (7, 门 正 无 限 小 <>%x 是 (j, 丫 无限 小 八 0 之 x， 
x 是 (i, 丫 负 无 限 小 <>x 是 (j ,让 无 限 小 八 x 之 0， 
Xx 是 (j, 丫 有 限 数 <<>>xERA(3Iy) CCyE Ri 人 
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[x|< Ty|), 

x 是 (修正 有 限 数 <* 一 >x 是 (7 有 限 数 人 0<x， 
x 是 (j, 门 负 有 限 数 < 一 x 是 (j,i) 有 限 数 人 x<0， 
x 是 (j, 丫 无限 大 < 一 > xXERIAN CYy) [Cy ERin 
—>|y|<-1x|), 

x 是 (,?) 正 元 限 大 <-—>x 是 (7 ,让 无 限 大 八 0<<x， 
x 是 (j,i) 负 无 限 大 < 一 >x 是 (7 门 无 限 大 人 xx<0。 


上 式 中 绝对 值 “|1i12” 的 定义 读者 不 难 直接 作出 ， 
此 外 ， 对 ?78mE Ws 读者 可 以 自 已 验证 以 下 结论 ， 


(50,7) 


C50,8) 


50,9) 
(C50,10) 


(50,11) 


(50,12) 


若 x 是 (j, 眉 无限 大 ， 则 二 是 (j, 让 无 限 小 ， 


若是 (j ,让 无 限 小 且 x 夫 0， 则 二 是 (j,i) 无 限 大 ， 


车 之 ij ， 则 ，x 是 (j, 让 无限 小 一 他 x 是 (i ,k) 
无 限 小 ，x 是 (j,k)y 有 限 数 一 >x 是 (j, 丫 有限 数 ， 
x 是 (j, 门 无 限 大 一 >x 是 (j ,8) 无 限 大 ; 

若 i 之 77 之 nn、。 邮 ，x 是 ,站 无 限 小 一 >x 是 (1 
无 限 小 ，x 是 (75 有 限 数 一 ~>x 是 人 2 有 限 数 ， 
x 是 (i, 丫 元 限 大 一 >x 是 (x, 让 无限 大 ; 

若 i 之 j 所 hn，x 是 (j, 让 无 限 大 ，7y 是 (mn,R) 元 


限 大 ， 则 > 是 (",1) 无 限 小 | 
若 i 之 j 志 上-<xn，X 是 (j, 门 正 元 限 小 ，y 是 《zy 
正 无 限 小 ， 则 -是 (x,1) 正 无 限 小 - 


如 果 对 任意 的 1 三 i 之 jh 之 ns， 从 x 是 (j, 让 无 限 大 和 y 是 
天 限 大 可 推 得 是 (ush 一 1+1) 无 限 小 ， 则 称 扩大 的 序 
询 M， 是 等 步 的 。 , 
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仿照 RobinsonL463， 我 们 可 以 引进 以 下 定义 
C50,13) 车 x ER 各 7 是 (i ,站 有 限 数 ， 则 称 x 是 r 的 Cj,??) 标 
淮 部 分 ， 记 作 x = stjy(r) ,如 果 r Emonss (si 


1)X)， 
后 者 的 定义 是 
50,14) rEmoniy: (Wisii)) <—> 《六 一 帮 ( 人 1391.1)%)》 EE 
mon;,:(0), 
上 式 中 i ,jENHi<J. 


$51 关于 Dirac Delta 范 数 的 补充 说 明 


§ 33 中 关于 Dirac Delta 国 数 的 第 一 种 定义 ， 可 以 作 如 下 
推广 

C51,1) 设 i,j ENEHI<I, qCei lft(Ri,R), PEs'T!ft 

(CRI, RI) Cpr# 0 309 在 让 (一 coy+co)》 

黎 曼 可 积 ]， 在 这 些 条 件 下 ， 我 们 称 记 是 9 在 拓 一 


(~ ccoy + co) 的 (j,i)Delta 函 数 ， 如 果 stin[e 
PKR d (xX) dx } = g(0), 
x ER 
tf 侈 1】 如果 在 *' "1M 中 研究 函数 


: 8 
(51,2) y= 人 DE)= 六 “7 | enar. 


设 b 是 (j, 丫 正 无 限 小 ，bB= 1 . 令 &= Bx， 那么 


EX 
51, 3) = 中 (有 YX) = 二， e-t*dt, 


诉 且 成 六 


《51 ,4) 1 2802) 
| x 
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_ 2)2 
es 如 (3) . 


= 
“7 


类 似 于 命题 (33,12) ， 我 们 有 以 下 结论 
《51.5) 车 g 世 《* 1ft《R;, 民 ) ， 对 任何 ,tf2 七 : 且 4 之 :成 
六 9 亏 *' 1C(Chi,12J)， 又 存在 $1,52 ER;，s12>0， 
sD>0， 且 对 任何 YE 忍 : 成 让 
g(x) | sis esox2， 


则 56r(x) 是 CCx) 在 * 一 2 一 529， 十 co) 上 的 (站 


Delita 池 数 ， 
证 明 从 路 
§ 34 中 关于 Dirac Delta 函 数 的 第 二 种 定义 ， 可 以 作 如 下 


推广 

C51,6) 设 i,j EN，i<j，B, 是 (i, 让 正 无 限 大 , 以 日 记 
区 间 [C 一 Bi, Bi), gE wftCR, R), pEw'-!ft 
(8, 了 Ri?)， 对 任何 81, ss © Ri 且 5s:<<o 和 ss 汪 o， 设 
Cpsc_ivi_09 在 [siysz] 黎 曼 可 积 ] ， 在 上 述 
条 件 下 ， 我 们 称 放 是 在 * 寺 !( -coy+co) 上 的 (7 
iDelta 图 数 ， 如 果 成 立 

a _ fsa 

下 :~ ilim St {* :co 


si> wiirIC- ») 
sa 本 (+ oo) 


Rs) CX) dx } = g(0), 
关于 Dirac Delta 函 数 的 第 二 种 定义 的 有 关 例 题 ， 这 里 就 


不 再 讨论 了 。 
以 下 把 §36 的 结果 和 作 相 应 的 推广 。 类 似 于 (36,24)， 在 *' 
好 中 我 们 设 


《51,7) fEwi tNR, RR), fE oiiIC(R), TEN 又 
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外 仁和 1 和 < 二 并 CE iTiftteiTl 112 及》 

首 满 足 不 等 式 ， 

“TC— 0)=00<01) A(2) < Gn) 
il(+o0)= C(t1)s 

当 Q(R) 之 x 之 &(R+1)， 又 设 

fx) = C—1)’+*f, Cx), 

这 时 =0,1, 司 ,n+1，jEN， 而 自 f(x) 守 0， 

最 后 ， 设 *'!1[f (在 *i-!'( 一 00, + 吕 ) 黎 易 可 

积 2 且 成 立 


i—1 三 
和 | pf Wat 1. 


和 然后， 我们 指出 以 下 定理 
(51, 8) 车 gE * 1ft(R;, 民 ;), 对 任何 二 ,四 和 民有 GE 一 
Cht)， 叉 存在 miE 慌 : 使 得 对 任何 的 xE 站 成 
glx) 和 mm， 又 f(t) 满足 《51,7) 中 的 条 
件 ，B 是 (1, 站 正 无 限 大 ， 则 Bf (Bx) 是 qlx) 在 
si (coy+ecc) 上 的 (Delta 函 数 ， 
证 明 从 上 略 . 在 (51,8) 中 ， 臣 数 / 应 月 然 地 对 应 到 * 一 : 斑 中 
去 - 
以 下 推广 条 和 件 (36;47) 。 我 们 设 
《51, 9) fEni ftoR,, Ri), fFERIVICCR), i! Lf OH) 
在 (- ce, +cc) 葡 紧 可 积 J， 目 
"| fdr=1. 
然后 不 难看 出 以 下 定理 
(C51,10) 若 gE #7?ft(Ri, 了 R,))， 对 任何 的 t,t Ri; 成 立 


ge C(t to ) 和 *'~' Cg 在 [ttsj 有 和 界 变 化 ]， 
又 存在 mE ,使 得 对 任何 xE R, 成立 *' ?lq(x)i 
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< 扫 11， 又 设 广 满足 (51,9)， 玫 是 〈 访 六 正 无 限 
大 ， 则 BACBX) 是 9(x) 在 * 1 (-~-coy+co) 的 
(7,8)Deltia| 汝 数 。 
证 明 从 略 。 
§ 36 的 其 他 结 梁 也 可 推广 到 现在 的 情况 ， 这 里 就 不 详细 讨 
论 了 。 
在 本 节 最 后 ， 简 单 地 推广 一 下 8 38 的 结果 。 
在 *'-! 及 中 ， 设 0<5，{9,(X)，nE€E Ni 是 Ca 的 上 的 完 
正 交 归 一 的 函数 序列 ， 它 满足 
《51, 11) «| pp d= Gi 
这 里 j, 8CN，1(x) 为 Jj(%) 的 复 共 钴 ， 叉 
(51,12) 6104= { Sn A 
0 ，j 关 &。 


设 f(xX)Ex*iT!1Li[C8,b8]J， 定 义 
(51,13) f(x) = 1 之 6002X) 
nenN, 
其 中 
记 
{51,14) 他 = wl fxIPt(x) dx, 
将 (51,14) 代 入 (51, 13) 得 


b 
{51, 15》 Fs (Xx) =# 1 之 op ) 


中 GE Yi 
dy 
人 
tim si: 之 | 25(Y) 
j—~ n=] 自 


PAXIfF Cv dy 
把 定理 (16,36) 推 广 一 点 ， 就 可 得 到 


287 


区 
= 
《51， 1 567 f s(x) -stn 2 :| Pr(yIP XY 


n=l 


NY } 
bv 
a : “fo: 


‘Eidy} 
-el 


这 里 KENj 是 人, 站 下 元 限 大 ， 而 f 和 ww 等 自然 地 由 * 合 !M 转 到 
si—1Nf., 

我 们 设 { PCx)，pE Ni 在 * 一 :和 是 完全 前 ， 这 就 是 说 :: 
fx) 与 1 (xz) 在 wsra,b 中 相等 。 

在 * 半 有 中 对 一 切 8E 六 ， 念 


* 
C51, 17) Gist (Rs Xs YY) = PICYIPAXY 
n=ti 
于 是 成 立 


(51,18) f(x) 


= st fe | BK wf ody }. 


这 样 ，*;1M 中 后 函数 6j,:( 民 ,x,y) 构 成 *'! 了 Ca pb 到 和 
Ls5a, 旭 的 单位 算 子 。 我 们 仍 称 6js( 民 ,XJ) 为 *') sca,bI 上 . 
的 二 元 (610)Delta 范 数 。 

以 上 讨论 的 是 广 闵 健明 叶 级 数 所 产生 的 二 元 (i, 站 Delta 函 
激 ， 以 下 将 讨论 由 广 沁 体 里 时 变换 所 产生 的 二 元 (1 ,站 Delta 国 : 
数 。 

荐 在 *14f 中 对 4,xE 玉 给 出 了 二 元 国 数 
C31,19) ql, x%), 

以 9* (4,x) 表 不 它 的 复 共 二 函 数 。 
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亿 外 ， 设 劝 是 ef 避 ) 的 某 个 子 集 ， 不 伤 一 般 性 ,可 
投 中 包含 eC%Y(R;) 为 它 的 子 集 。 

现在 对 2 &€ Rj/ 且 2>0 定 义 
(51,20) 4(0,4,4) 


二 1 一 1 | PPh dx, 
如 困 当 2 是 (j, 门 无 限 大 时 ， 对 f EB 成 立 
(51,21) tii HG Aa hh dy ) 


= f (2), 
则 称 %(4,x}) 对 外 按 2 构成 正 交 归 一 的 连续 系统 ， 又 称 人 (9，4、 
个 》 为 罗 上 的 二 元 (7 ,让 Delta 函 数 。 
进一步 ， 对 BE Ri 且 P 之 0 定义 
{51,22) 6( 有 xy) 


= ph, yd2, 
如 果 当 8 是 (i, 门 元 限 大 时 ， 对 fE 虽 成 立 
C51,23) stjsi | “i! | ,oCB8 ,sf Cy) dy | 


= f(x) 
则 称 P9(2,x) 对 中 按 x 是 完全 的 , 又 称 6(8,x,y) 为 中 的 二 元 (jj, 让 
Delta 画 数 。 

如 果 “(51,19》 中 的 gC4,x)， 其 相应 的 ZC9,4,4) 和 6(6， 
x,y) ， 当 4 和 PB 为 (j,i) 正 无 限 大 时 ， 都 是 DB 上 的 二 元 (j ,站 
Delta 函 数 ， 则 称 %(4,x) 对 外 构成 完全 的 《对 x》 正 交 归 一 的 

(对 4) 连续 系统 。 
特别 ， 当 9(4,x) 中 的 4 和 x 是 对 称 的 人 时候， 成 立 
(51,24) 6(B,x,y) = A(B,x,y), 
这 时 ，Z(4,x) 对 @ 的 完全 正 交 妇 一 性 由 一 个 {j,i) Delta 函 数 所 
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$52 ”关于 奇异 积分 的 补充 说 明 


第 七 章 中 关于 两 相 微 积分 的 结果 都 可 以 在 多 相 微 积分 中 加 
以 推广 ， 这 里 具 对 839 的 情况 作 一 些 社 充 说 明 ， 至 于 其 他 情况 ， 
读者 可 以 自己 作出 相应 的 推广 。 

若 i, 了 EN, i<j， 存 性 ;可 以 引入 以 下 定义 


52, 1) 


荐 a,bE RACb, 9 es LobIAf EniT! Et 
ape 有 iD) 称 9 是 /在 sc5a 的 的 黎 曙 可 积 
《或 * 一 : 工 可 积 》 的 * :近似 延 折 ， 如 果 

9Er ITty(s' [rap Ri( 或 7 相 复 数 域 》)，*'~ 
[9 在 [c, 5 黎 受 可 积 (或 工 可 积 )]， 和 对 每 个 YE 
ia BN9 和 Uy Emon (eo ni) 上 成立 V (3 ) 

> #0_winfj(y) 是 杂 ， 让 无 限 小 。 


进一步 可 以 引入 定义 


(52, 2) 


【 例 】 
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洲 4,bE Ri,4 和 6b， 
qu#*i Ca bi 和 /Ew IItr rayp] “gqg, PR),. 9 
是 1 在 *“! fc,0] 的 黎 曼 可 积 (或 *'-! 工 可 积 ) 的 


* ?近似 延 折 ， 则 称 *'"， | ，9(x)dx 是 
[fodx 在 *;-!'M 的 一 个 《近似 ) 解答 .特别 
车。 | ， 9 (x) dx 是 GG， 让 有 限 的 。 则 称 


st 人 g(x)dx) 是 * -1 人 f (x) dx 的 


一 个 ; 相 的 解 . 
车 f(t) = 下， 研究 积分 


(52,3) iD = | feat 
我 们 取 o 是 0, 让 正 无 限 小 ， 在 *'“!M 骨 中 取 函 数 
让 ot 


(52, 4) g1(f) 学 | 
T+K(G-0),0 i<o, 


那么 9 是 f 在 *'-' 【0， 六 ] 的 繁昌 可 积 的 w 末 的 近似 延 拓 。 
这 样 ， 当 4 - 1 ， 我 们 有 


1 


(C52,5) L(A)=*!-1 二 gi dt 


少 


一 4 二 + 1 加 1 i 
i 人 2 
Ks 
2 
当 1= 1 ， 我 们 有 
1 
(52,6) nw-* gD at ye 1 en 

9 20 2 


当下 在 R, 中 变化 时 ，J1(2) 可 以 取 到 R; 中 的 任意 值 。 这 些 都 是 


二 
(的 解答 ， 即 1(2) 加 sn 作 FDd 在 * 条 的 一 个 
[H 


(近似 ) 解 。 

对 第 七 章 的 其 他 内 容 ， 读 考 不 难 作 出 相应 的 推广 。 

总 之 ， 对 及 的 菜 个 育 蜡 的 内 通 数 。 如 下 ， 我 们 去 寻找 一 
个 7，i<J， 而 把 邮 i 中 满足 某 些 条 代 的 非 奇 异 的 内 秃 数 ， 如 吕 ， 
省 作 是 无 的 源泉 《或 近似 延 拓 ) 。 这 样 ， 我 们 把 AM, 中 有 关 瑟 的 
奇异 问题 转化 为 朵 ,中 有 关 妇 的 非 奇异 问题 或 者 反 过 来 说 ,我 
们 讨论 的 对 象 本 来 是 籽 ， 中 非 奇 蜡 的 内 函数 ， 但 册 于 认识 上 的 
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居 限 性 ， 让 在 对 ,中 讨论 。 这 时 加 的 近似 表达 为 请， 而 下 在 寻 ; 具 
有 奇异 性 。 为 了 消去 这 种 奇异 性 ,最 好 的 区 法 是 回 到 J4, 中 ， 找 出 
太 的 源泉 他 ， 以 求 得 问题 的 合理 解决 。 作 者 希望 ,这 样 思 想 洗 有 
助 地 研 究 数学 和 物理 力学 、 特 列 是 量子 力学 中 各 种 与 奇异 卫 数 
灰 奇 异 积 分 有 尖 的 各 种 癌 题 。 

关于 奇异 函数 和 发 散 积分 的 处 理 方法 很 多 ， 本 书 仅 仅 是 抛 
巷 引 玉 而 已 。 


855 人情 里 叶 级 数 与 傅 里 叶 变 换 的 关系 

在 夺 设 f Eft(R, 卫 )， 它 在 《- ce，+ oo》 绝对 可 积 , f 5 
CCR), 而且 设 每 个 x€ 马 ， 都 存在 一 个 分 域 使 得 {x) 在 此 邻 域 
内 有 界 恋 化 。 

进一步 ， 对 每 个 i EN 入 ， 我 们 把 (x) 逐次 贞 射 到 * -1 并 中 
去 。 为 了 简便 ,我们 常常 把 *' 1f(x) 仍 记 为 f(x), 这 样 ， 我 们 
可 以 说 f Ex ft(Ris 如 》，#*i-1 [f(xX) 在 R: 绝 对 可 积分 了， 
Er C(R)， 而 且 *'1”"! [对 每 个 xE RR; 都 存在 一 个 邻 域 使 
得 f(x) 在 此 邻 域 中 有 界 变化 3 。 

首先 ， 在 上 述 条 件 下 ， 在 对 成 立 以 下 的 侯 里 叶 积 分 公式 


(53, 1) fx) = dz | flu)cos 2z(y— x)du 


i 
| Faceosz(ta 一 xj)dausstCr， 
这 里 我 们 令 
(53,2) = 下 des | flueos xz( xd 


这 里 Z, 是 〈2, 1) 正 无 限 天 
进一步 设 2 = kx /i， 点 捷 * 人， zw 一 mn/l, 于 是 成 立 
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{《53， 3) 1 i 
TT 1=*= 
Sg | flwWeosan,tu — Xdu 
m=1 1 aR 
= sts,s { 1,}, 
其 中 
(53, 4) Ts, = Ny 
并 太一 了】 
并 2 
* | Rn cosest dus 
这 里 太 = ZL/x，K EssV， LL 是 (3;2) 正 无 限 大 ;zm = 民工， 
2nE* RR 
进一步 ， 还 可 看 出 
~- 工 ， Sd 
53,5) a > 全 r 
"lim | flu)cosan(u — X) du 
saie -3 
=stos{ 17s}, 
其 中 
1 A Tz 
(53,6) Js = 2 大 


| flucosz, (4u ~ x)dus 
这 里 S 是 (4,3) 正 无 限 大 。 册 于 /(w)》 的 绝对 可 积 性 ， 令 
(53,7) (zn) = “| fu)coszn(y — x) dy 


L 
一 | flu)coszn (ud — Xdus 


则 不 难看 出 
〖K53， 8) Stdys-afzn)》 


一 Sst,,s*? repeoszst ~ X)du 


L<ls!l<sS 


= #2]lim »? feoszn cu- x)du 
SY re jes 


= fz) 
= #2 | fludcoszntu — xX)due 
L<1u 2 
又 不 难看 出 
《53, 9) sts,sfs (zm) 


= 1 Fn) = #1ime | (zcosz (UX) dus 


一 


由 于 7 (9 的 绝对 可 积分 ， 不 难 淖 出 
(53,10) -zw)=*0， 
即 -4,(z。) 是 * 丸 中 的 零 。 改 LAs(zm) 是 (3,2) 无 限 小 ， -7a(zn) 是 
(4,2》 无 限 小 。 
现在 将 《53,6) 中 的 7s 表 示 为 


1 A 也 
(53, 11) Ts=—#3 人 -fsa,) 
TT m=1 a 


中 S | flu)cossn (UX) dy. 
Tt ms= 1 本 
= 了 .+T 了 ii。 
这 里 蕊 和 1 依次 表示 (53, 11) 硬 端的 两 项 。 
现在 估计 Ts。， 令 
(3533, 12) e=* max|sfs(z3)|, 
lm 
则 是 (4,2) 无 限 小 。 申 此 得 
1 


{53, 13) 


[,4 
#3 Dl sl2,) 
mm 二 1 


TT 
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由 (50, 12, ) 知 < 之 ;是 (4, 1]) 无 限 小 , 故 六 是 (4, 1 无 限 小 。 

我 们 还 有 
《53, 14) sti,s75= 1 

= | . fu)cosz, (uu — xX)du. 

田 一 方面 ， 在 ** 放 中 我 们 研究 f(x) 的 便 里 叶 级 数 。 为 此 
令 
#2f(x), — Lx 
周期 区 数 ， XE RRs. 
我 们 将 f(x) 展 成 三 角 级 数 ， 当 - 工 <<x<< 荆 时 ， 成 立 


53,15) fsx) = 


(53,16) jx) = te 之 ，) ao。cos 
2 EN 世 
bh ins 


其 中 的 傅 里 叶 系 数 c, 和 8 的 表示 如 下 


nu 


(53, 17) oF ， fitujcos 7 a 


1 = 0 或 m EN , 
和 


IAU 


-工人 ; 
(53,18) bmn= 地 上 -= fs 0) sia -7 du, 


m ENNs, 
将 (53,17) 和 (53,18) 代 入 (53, 16) 得 


(53, 19) fs (x) = 7 “|{ fo(u) du 


如 果 在 sz 内 中 以 sxz(tx) 记 (53, 19) 右 端 三 角 级 数 的 部 分 和 ， 即 


1 2 : 
人 fu)du 


, 上 
十 #2 全 到 | 了 (9 
m= 1 抑 2 

J 
COS T 


由 f(x) 在 于 的 绝对 可 积 性 ， 并 注意 到 C53,15) ， 所 以 
“| f(ydu 是 3,1) 有 限 的 ， 从 而 可 得 
1 
2L “ 
是 《3,2) 无 限 小 -因此 得 到 疡 (x) 的 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 sx(Cx) 
与 jo 之 间 的 差别 是 (3,2) 无 限 小 。 
我 们 再 回忆 一 下 : 
1. 由 《〈53, 1) 和 (53,2》 知 f(x) 与 的 差别 是 (2,1) 
无 限 小 。 
2. 由 (53;3》 和 (53,4》 铅 与 7， 的 差别 是 (3,2) 无 限 . 
个。 


3, 由 53， 5) 和 53,6)》 知己 与 7 的 差别 是 (4,3) 无 限 


(83, 20) Sr(x) = 


du, 


"| " fl) da 
-L 


4. 由 (53; 11) 租 〈53, 13)》 和 人知 六 与 7 的 差别 是 《4, 1) 无 限 . 


5,. 由 〈53, 14) 知 75 和 7 的 差别 是 〈4, 3》 无 限 小 。 

6 由 《53, 20) 知 7 与 sk(x) 的 差别 为 《3, 2) 无 限 小 。 

总 结 以 上 六 点 ， 知 S (x) 与 1(x) 之 凑 为 《4, 1) 无 限 小 ， 只 
杰 x 消 足 - 工 <x< 工 .特别 当 xE 民 时， 我 们 有 ，sx (x) 与 f (x) 
之 差 为 (4, 1) 无 限 小 。 

这 就 是 说 ， 在 戏 , 中 讨论 ，w 邓 为 好 ,的 内 的 理论 .这 时 ，** 
4 好 中 的 三 角 级 数 的 部 分 和 sr(x) 与 〈53，1) 右 端的 傅 里 时 积分 


2 dz | flu)cos2tu — x)du 
i 0o = 四 


之 差 为 (4,1) 无 限 小 。 

作为 一 个 附带 的 结果 ，、 可 以 看 出 sx(x) 与 (53, 16) 右 端的 三 
角 级 数 的 差 为 “4, 1》 无 限 小 。 请 注意 ， 这 里 长 = Z, 上 /zx，2Z 仪 
是 (2,1) 无 限 大 。 

关于 由 傅 里 叶 级 数 导出 情 里 叶 变 换 ， 在 [1 的 三 卷 三 分 
册 540 一 542 和 [242 的 $4 都 有 着 不 太 严 格 的 讨论 ， 读 者 可 以 进 
行 比较 。 
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